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El doctorando D. José Miguel  Martínez Valle, ha realizado satisfactoriamente y en los 
plazos previstos, el trabajo de investigación que se presenta en esta Memoria de 
Tesis, titulada formulación del elemento finito serendípito de 20 nodos para la 
modelización y simulación dinámica de placas y láminas 
 
En esta Tesis Doctoral se presenta el estudio y aplicación de nuevos elementos finitos 
tridimensionales de alto orden.   
En primer lugar se ha estudiado y descrito matemáticamente el comportamiento 
dinámico de placas y láminas y se ha evaluado la aplicación de los Métodos de los 
elementos finitos en dicho estudio. El Método de los Elementos Finitos (MEF) es muy 
adecuado para resolver ecuaciones diferenciales o integrales de gran complejidad y 
cuyas soluciones analíticas no son posibles.  Aunque en los últimos años se han 
publicado una gran número de trabajos que desarrollan y aplican este método de 
resolución de sistemas mecánicos no lineales, sin embargo a día de hoy sigue siendo 
un método novedoso en el estudio dinámico de placas y láminas; de hecho, se están 
investigando nuevos elementos finitos competitivos capaces de resolver este tipo de 
problemas y que además  aprovechen las nuevas prestaciones de los ordenadores 
actuales. 
Dentro de esta línea de investigación de formulación de nuevos elementos finitos 
competitivos, esta tesis se ha centrado en la formulación del elemento serendípito de 
20 nodos tanto en su versión clásica como en una nueva versión en donde las 
relaciones deformación-desplazamiento se expresan en un sistema curvilíneo tangente 
a la superficie media. El estudio desarrollado se ha centrado tanto en el análisis 
elástico lineal como en el análisis geométricamente no lineal, desarrollando unas 
nuevas ecuaciones de cálculo que han sido validadas con excelentes resultados. 
Igualmente, al tratarse de un problema dinámico, se ha llevado a cabo un análisis 
comparativo de la tipología de las matrices de masas a utilizar, proponiendo una nueva 
variante para el nuevo elemento finito implementado.  
A continuación y mediante el elemento formulado se han estudiado exhaustivamente 
las láminas de doble curvatura. El análisis dinámico de este tipo de estructuras, tales 
como el paraboloide hiperbólico, el paraboloide elíptico o las velarías, reviste especial 
interés por su compleja geometría, sin embargo, hasta la fecha este tipo de superficies 
no habían sido estudiadas en profundidad, ya que la mayoría de los autores se 
limitaban a considerarlas como láminas de pendiente suave y sin la inclusión de la 
deformación por corte. La formulación del elemento finito propuesto permite abordar y 
resolver estos problemas sin este tipo de restricción. 
Finalmente, se han planteado, respectivamente, las principales conclusiones derivadas 
de la investigación desarrollada y se han  apuntado posibles líneas de trabajo futuras 
que pudieran dar continuidad al trabajo realizado en la presente tesis. 
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Capítulo 1. Objeto del presente trabajo 
El estudio de las vibraciones de elementos placa y de las estructuras laminares es un tema de 
indudable interés en el campo de la ingeniería civil y la aeronáutica. Debido a la dificultad 
que ofrecen las ecuaciones de gobierno de este tipo de problema, se ha de acudir a métodos 
numéricos potentes para poder resolverlas.  
El Método de los Elementos Finitos (MEF) brinda una gran cantidad de oportunidades para 
resolver complicadas ecuaciones diferenciales o integrales cuyas soluciones analíticas no son 
posibles. Pese a la gran cantidad de trabajos al respecto, a día de hoy todavía se están 
desarrollando elementos finitos competitivos capaces de resolver este tipo de problemas que 
además aprovechen las nuevas prestaciones de los ordenadores actuales.  
En esta Tesis Doctoral se han estudiado las posibilidades que ofrecen los elementos finitos 
tridimensionales de alto orden. Concretamente se ha formulado el elemento serendípito de 
20 nodos tanto en su versión clásica como en una nueva versión en donde las relaciones 
deformación desplazamiento se expresan en un sistema curvilíneo tangente a la superficie 
media. El estudio desarrollado se ha centrado tanto en el análisis elástico lineal como en el 
análisis geométricamente no lineal, desarrollando unas nuevas ecuaciones de cálculo que han 
dado excelentes resultados. Igualmente, al tratarse de un problema dinámico, se establece 
una discusión en cuanto a la tipología de las matrices de masas a utilizar, proponiendo una 
nueva variante.  
Para finalizar, en el presente trabajo se hace hincapié en el estudio de las láminas de doble 
curvatura. El estudio dinámico de las láminas de doble curvatura, tales como el paraboloide 
hiperbólico, el paraboloide elíptico o las velarías, reviste especial interés por su compleja 
geometría que en general no ha sido estudiada en profundidad, ya que la mayoría de los 
autores se limitan a considerarlas láminas de pendiente suave y sin la inclusión de la 
deformación por corte.   
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Capítulo 2. Antecedentes 
Tal como se ha comentado, las vibraciones de placas y láminas es un tema interesante que se 
ha manifestado en numerosos aspectos de la ingeniería civil y la aeronáutica. Las estructuras 
laminares tienen la facultad de resistir cargas importantes debido precisamente a su 
curvatura, que hace que los esfuerzos de membrana, tangentes a la superficie media, se 
encarguen de aportar la resistencia adicional que las caracteriza frente a otros elementos 
estructurales planos como las placas. Sin embargo, son estructuras muy sensibles  a 
pequeños cambios en su geometría o condiciones de apoyo, de manera que estos pueden 
provocar la ruina de la estructura si no han sido estudiados adecuadamente.   
Dentro de las estructuras laminares, las de doble curvatura, tales como el paraboloide 
hiperbólico o el paraboloide elíptico o las velarias, son estructuras significativas en el ámbito 
de la ingeniera civil. Sin embargo, las soluciones cerradas de las ecuaciones de equilibrio de 
láminas en un sistema curvilíneo arbitrario teniendo en cuenta la deformación por corte no 
son posibles obtenerlas de manera general y se ha de acudir a métodos aproximados Alhazza 
(2004).  
Los tratados de Leissa (1993) o Soedel (1993) son las primeras referencias completas al 
estudio dinámico de placas y láminas. Estas referencias estudian las soluciones analíticas en 
casos muy particulares de geometría y estados de carga. Otros tratados más actuales acerca 
de vibraciones de láminas como el de Chau Le (1999) hacen un análisis más exhaustivo 
mediante cálculo tensorial incluyendo el estudio de los modos de vibración de orden superior 
de estas estructuras. Salvo anejos de estos trabajos, no utilizan el Método de los Elementos 
Finitos (MEF).   
El MEF ha sido y es una herramienta muy potente para resolver ecuaciones diferenciales o 
integrales en el contexto del cálculo estructural Zienkiewicz (2000).El trabajo de Yang 
(2004) muestra la cantidad de variantes y técnicas que se han desarrollado desde sus inicios 
allá por los años 60 para mejorar el comportamiento de los distintos elementos. El estudio 
dinámico de las láminas de doble curvatura reviste especial interés por su compleja 
geometría, no parametrizable según las líneas de curvatura. Su aproximación mediante el 
MEF se ha recogido en distintos trabajos como los de Liew (1995, 1996) o Stavridis (1988, 
1998). En ellos se utilizan elementos finitos tipo lámina con distintas mejoras para evitar el 
fenómeno del bloqueo de la matriz de rigidez, pero las suelen considerar láminas de 
pendiente suave (shallow shell) y despreciando la deformación por corte.  
La aparición de los elementos finitos tridimensionales en el cálculo estructural es 
relativamente reciente y quizás venga, en parte, aparejada con la gran potencia de cálculo de 
los ordenadores actuales. Como ventajas de este tipo de elementos frente a los más usuales 
tipo lámina, originalmente propuestos por Ahmad (1970), se encuentran la posibilidad de 
utilizar leyes constitutivas tridimensionales y de no utilizar ninguna hipótesis cinemática en 
la deducción de las relaciones deformación-desplazamiento donde se suele prescindir en sus 
desarrollos de unos u otros términos, a veces sin demasiado fundamento, en la mayoría de 
las teorías de láminas  
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No obstante, la mayoría de las publicaciones referentes a elementos tridimensionales para el 
estudio de láminas lo hacen con elementos de 8 nodos. Se han publicado una gran cantidad 
de estudios que intentan aliviar el bloqueo que sufren este tipo de elementos en su 
formulación. Ver por ejemplo el trabajo de Schwarze (2009) el cual posee una descripción 
interesante de este tipo de elementos.  
En esta Tesis Doctoral he preferido utilizar elementos finitos de alto orden para abordar el 
problema. Una de las ventajas de los elementos de mayor orden frente a estos, es que la 
aparición de los distintos bloqueos es mucho menos significativa. De hecho, la mayor 
eficiencia computacional de los elementos de bajo orden se ve ensombrecida con las 
innumerables mejoras necesarias para evitar los modos de energía nulos (zero energy modes) 
ya sea mediante métodos de estabilización, modelos híbridos etc. Concretamente se ha 
estudiado el elemento finito de 20 nodos (en su versión dinámica) del cual apenas he 
encontrado referencias en su formulación clásica y la que se presenta en este trabajo. 
Si se centra ahora la discusión en el rango geométricamente no lineal, la aparición de 
grandes corrimientos y pequeñas deformaciones hace que el fenómeno dinámico en placas y 
láminas experimente variaciones importantes.Para tratar de poner de relieve la idea anterior, 
el lector se puede remitir a la comunicación presentada en el congreso COMPDYN 2013 
donde el autor de esta tesis analiza la influencia de la consideración los efectos de 2º orden 
(efectos ܲ െ ∆ ሻ en la determinación de  los valores de los esfuerzos como consecuencia del 
cálculo sísmico de una estructura de edificación. 
En esta comunicación, se estudia el denominado coeficiente de sensibilidad al 
desplazamiento entre plantas. En él se muestra que al tener en cuenta los efectos de 2º orden, 
aun no alcanzándose el valor 0.1 para el citado coeficiente, tal como prescribe la norma 
sismorresistente española NCSE 02 o el Eurocódigo 8, los incrementos  del momento flector 
en los extremos de los pilares como consecuencia del afinamiento del cálculo que supone 
incluir los efectos de segundo orden, pueden suponer diferencias de entre un 15 y un 34% de 
su valor para las cargas de servicio estáticas, por lo que se propone su revisión en el caso de 
considerar un análisis elástico geométricamente no lineal. Es, por tanto, de esperar que el 
análisis no lineal de placas y láminas en régimen dinámico experimente variaciones 
importantes respecto al caso estático. 
Centrándose pues el lector en este aspecto, Amabili (2008) hace un resumen interesante de 
las distintas teorías de láminas en régimen no lineal y revisa las distintas aportaciones de 
distintos autores en un marco teórico y experimental. Analiza bajo esta perspectiva 
problemas de estabilidad y dinámicos. 
Sansour (1997), Brank (1998) y Oñate (2002) han analizado el problema dinámico de 
láminas en régimen no lineal pero han utilizado elementos lámina sencillos como el 
elemento triangular plano y para estructuras también de geometría sencilla.  
La mayoría de los autores que en los últimos años han propuesto elementos finitos 
tridimensionales para el estudio de láminas, tales como Reese (2009), Fontes Valente (2004), 
Cardoso (2007, 2008) o Schwarze (2009) se han limitado al caso estático, están formulados 
en coordenadas cartesianas y utilizan elementos tridimensionales de bajo orden.  
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No se han encontrado publicaciones al respecto que hagan un estudio de las frecuencias y su 
evolución en el proceso de carga.   
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Capítulo 3. Líneas de investigación que incluye el presente trabajo 
Como se expone en el Capítulo 1 el presente trabajo tiene por objeto la formulación de 
elementos finitos tridimensionales de alto orden para el estudio dinámico de estructuras 
laminares y tipo placa tanto en régimen lineal como geométricamente no lineal, esto es,  la 
obtención de las frecuencias naturales de las estructuras laminares sometidas a oscilaciones 
transversales, así como la evolución de esos valores cuando se adentra en el campo de las 
estructuras con grandes corrimientos aunque con pequeñas deformaciones.  
Como he comentado anteriormente, dadas las escasas referencias bibliográficas actualmente 
existentes sobre el tema propuesto y al objeto de poder validar los resultados obtenidos, en la 
presente memoria se presentan dos desarrollos que permitirán el estudio de los problemas a 
resolver y por confrontación de resultados lograr la necesaria validación de los mismos. 
El primero de ellos consiste en la verificación en régimen dinámico de una teoría técnica de 
cálculo, en el contexto de las teorías de láminas con efectos de cortante de primer orden para 
vibraciones de láminas moderadamente gruesas en pendiente suave. Con esta teoría se puede 
abordar un cálculo teórico lineal de las frecuencias naturales de estructuras laminares  
apoyadas en los bordes, sobre planta rectangular, sometidas a oscilaciones transversales. 
El segundo consiste en la formulación, en el contexto del método de los elementos finitos, 
M.E.F, del elemento hexaédrico isoparamétrico de 20 nodos para estudio de las láminas 
como sólidos tridimensionales, tanto en su versión clásica como en una nueva versión  
donde las relaciones deformación desplazamiento se expresan en un sistema curvilíneo 
tangente a la superficie media. El estudio desarrollado se ha centrado tanto en el análisis 
elástico lineal como en el análisis geométricamente no lineal, desarrollando unas nuevas 
ecuaciones de cálculo mediante notación tensorial que hacen al elemento muy versátil. 
Igualmente, al tratarse de un problema dinámico, se hace una discusión en cuanto a la 
tipología de las matrices de masas a utilizar, proponiendo una nueva variante para nuestro 
nuevo elemento finito.  
También cabe señalar que para ajustarse a la situación real de comportamiento de los sólidos 
elásticos, en nuestro caso las láminas, en que no se puede admitir un comportamiento 
elástico ilimitado, se introduce en el desarrollo dos criterios para considerar que la estructura 
no ha alcanzado el estado límite de agotamiento de su capacidad resistente: 1º) Que en todo 
punto de la lámina las componentes del corrimiento de ese punto no alcancen el valor del 
corrimiento máximo estipulado y 2º) Que no haya dado comienzo la acción inelástica (o 
comienzo de la aparición de deformaciones plásticas) en ningún punto del sólido elástico. 
Esto ocurrirá cuando quede satisfecho el criterio de agotamiento propuesto por Beltrami y 
Haigh (1885). 
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Capítulo 4. Estado del arte 
4.1. Introducción. Estructuras Laminares y teorías de láminas   
Las estructuras laminares han constituido un área de investigación continua para ingenieros. 
Como estructura laminar se puede considerar aquella estructura en la que 2 de sus 
dimensiones son mucho mayores que una tercera, la cual se denomina espesor. Lo que 
caracteriza a las estructuras laminares respecto de otro tipo de estructuras es la presencia de 
la curvatura. Desde el punto de vista estructural, las láminas pueden suponer un gran ahorro 
de material si están bien diseñadas, esto es, si se comportan en “estado de membrana”, es 
decir los esfuerzos existentes son tangentes a la superficie. Se tienen que evitar la aparición 
de las flexiones y sobre todo de los esfuerzos de torsión. Sin embargo, este estado ideal del 
comportamiento de las láminas no siempre es posible obtenerlo y la aparición de flexiones y 
torsiones son inevitables. Las teorías clásicas de láminas, dejan de tener validez y se debe 
acudir a teorías más refinadas basadas generalmente en coordenadas curvilíneas. La 
compleja formulación matemática subyacente bajo estas teorías y su complicado 
comportamiento estructural según su forma y espesor constituyen todavía hoy día una fuente 
de análisis para los expertos. 
El hecho de la construcción de cubiertas de complejidad creciente según su forma y 
dimensiones hace necesario un estudio adecuado de este tipo de elementos. Un adecuado 
conocimiento de las tensiones que actúan en el sólido proporciona los datos adecuados para 
optimizar la forma, dimensiones y material de la lámina. 
El uso de estructuras laminares se remonta muchos siglos atrás. Son las cúpulas, bóvedas y 
arcos los primeros antecedentes de las mismas. Al principio fue una buena dosis de intuición 
física la que llevaba a ingenieros de antaño a construir edificios como el Panteón Romano 
(115-126) o Haghia Sofia en Constantinopla (532-537), que todavía hoy siguen en pie. 
No fue hasta el Renacimiento cuando se empezó a modelizar matemáticamente una respuesta 
estructural a estos problemas, y todavía hoy se sigue en ello. 
Los primeros elementos estructurales que se modelizan matemáticamente son las vigas. 
Leonardo Da Vinci (1452-1519), introdujo un principio que más tarde sería de aplicación al 
modelo de viga conocido hoy como de Euler – Bernoulli. Nombres como Galileo (1564-
1642), Mariotte (1620-1684), Leibniz (1646-1716), Bernoulli (1654-1705) o Euler (1707-
1783) refinaron lo que hoy se conoce como la teoría de vigas de Euler- Bernoulli. 
De la introducción de los esfuerzos axil, flector y cortante por los autores antes nombrados, 
se pasó a la inclusión de la deformación por cortante (1859) de la mano de Bresse (1822 -
1883) y su extensión a la dinámica estructural por Timoshenko (1878- 1972), cuyo nombre 
se ha convertido en referencia para este modelo. En esta época se empiezan a estudiar los 
elementos estructurales que se conocen hoy como placas y láminas.   
Hoy día existen gran cantidad de estructuras laminares presentes en nuestra sociedad. 
Cubiertas en forma de paraboloide hiperbólico, superficies de revolución, hiperboloides, 
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paraboloides, superficies velarías etc. están presentes de forma continua como solución 
constructiva para edificios singulares. 
 
Figura 4.1: Ópera de Sidney (Utzon, Australia, 1973). Estructura laminar con forma de paraboloide elíptico  
Casi cualquier forma geométrica puede ser modelizada mediante distintos materiales; solo la 
imaginación puede limitar en cuanto a las distintas posibilidades constructivas. 
Dos grandes expertos internacionales como D. Chapelle (2000, 2002, 2003) o K.J.  Bathe 
(1998, 2000) califican a las estructuras laminares como las “prima donnas” de las estructuras 
por su dificultad para analizarlas. Como bien dicen, “pequeños cambios en la geometría o en  
las condiciones en el contorno” pueden conllevar una respuesta estructural completamente 
diferente. 
Otro autor de renombre en este campo, que ha analizado estas estructuras sobre todo desde el 
punto de vista de la no linealidad geométrica en las últimas décadas, es  W. Pietraszkiewicz 
(1979). El mismo pone de manifiesto que las teorías de láminas existentes son solo una 
aproximación, que no ofrecen una información exacta ni del estado tensional ni de las 
deformaciones que estas estructuras sufren ante los distintos estados de carga. 
En este sentido, los primeros trabajos acerca de la teoría de láminas, en una primera 
aproximación elástica lineal, comenzaron con Aron (1874) y Love (1944). El desarrollo de la 
misma se ha llevado a cabo en los últimos cien años por distintos investigadores. Se han 
obtenido varios conjuntos de ecuaciones que definen el comportamiento de las láminas en 
régimen lineal, pero no existe una teoría reconocida como ‘universal’ que sea preferente 
frente a las otras. La mayoría de ellas difieren en la definición del tensor de cambio de 
curvatura, que da lugar a la aparición de ciertos términos que difieren en las distintas teorías. 
La mayoría de ellos son del orden de ߟ ܴൗ , donde ߟ es la mayor deformación que se ha 
obtenido y R es el menor radio de curvatura de la superficie media. 
Koiter (1966) notó que los términos de este orden, son despreciables a la hora de evaluar la 
expresión de la energía interna, por lo que desde el punto de vista energético, las distintas 
expresiones del tensor de curvatura son equivalentes. Budiansky y Sanders (1974) decidieron 
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reconocer como la ‘mejor’  teoría de láminas a la deducida independientemente por Koiter 
(1966) y Sanders (1963). 
Alguna de las propiedades de esta teoría son: 
 Los tensores de las fuerzas y momentos internos así como los tensores de cambio de 
curvatura y de membrana son simétricos. 
 Los principios variacionales bidimensionales de la elasticidad, análogos a los 
principios de conservación de la teoría de la elasticidad, se verifican. 
 Las ecuaciones constitutivas están desacopladas. 
Desde entonces, han aparecido un gran número de variantes de esta teoría pero todas hacen 
referencia a la teoría de Sanders – Koiter como la más aceptada. 
Entre las teorías más renombradas en los últimos tiempos se pueden citar las de Naghdi 
(1972), Librescu (1987), Simmonds (1973), Başar (1993), y la más reciente de Zhang (2003) 
quien en su tesis doctoral expuso una nueva teoría de láminas basada en principios 
variacionales de la elasticidad. Una de las características que estos autores argumentan que  
debe tener una teoría de láminas es que debe ser formulada en coordenadas curvilíneas 
arbitrarias, de manera que permita la parametrización de cualquier superficie media. Otra de 
ellas es que los tensores que definen las deformaciones de membrana, de flexión y de 
cortante, deben permanecer invariantes ante movimientos de sólido rígido, es decir si dada 
una estructura laminar se le impone un determinado movimiento de sólido rígido, las 
deformaciones resultantes deben ser nulas o lo que es lo mismo, la variación de la energía 
interna de deformación, debe ser nula. 
A las teorías que cumplen estos requisitos se denominan “consistentes”. La formulación del 
principio de los trabajos virtuales en coordenadas curvilíneas, en el que se basan estas 
teorías, junto con los tensores de membrana, flexión y cortante más usuales en teorías de 
cortante de 1º orden, se pueden encontrar en el Anejo 1.   
Desde las primeras teorías de láminas de 1º orden que incluían deformación por corte, las 
investigaciones en este campo se bifurcaron, sobre los años 80 y 90, en dos líneas de 
investigación. Por un lado las teorías de láminas en régimen no lineal y paralelamente los 
modelos de orden superior.  
Estas últimas empiezan a incluir la deformación en el espesor de la lámina. Todos ellas se 
han realizado teniendo en cuenta teorías de láminas de 7 parámetros en los cuales la 
deformación normal varía de forma lineal a lo largo del espesor, salvo los trabajos de Krätzig 
(1993) y Jun (1988) y Librescu (1987). Es interesante notar que los modelos de láminas de 6 
parámetros basados en las ecuaciones constitutivas completas, deducidas directamente de las 
ecuaciones de la elasticidad, presentan problemas de bloqueo en el espesor (thickness 
locking). Al utilizar el MEF, los errores causados por el bloqueo, no disminuyen con el 
refinamiento de la malla ni con la elección del elemento debido a que el problema radica en 
la elección de la teoría de la lámina elegida. Los últimos trabajos más importantes, a juicio 
del autor, son de Librescu (1987); Parisch (1995); Sansour (1995); Başar et al. (2000); El-
 Capítulo 4. Estado del arte 
 
15 
 
Abbasi y Meguid (2000); Sansour y Kollmann (2000); Brank et al. (2002); Kratzig y Jun 
(2003); Brank (2005) y Arciniega y Reddy (2007). 
Para finalizar este apartado comento el desarrollo de las teorías de láminas en régimen no 
lineal. Si ya de por sí las teorías de láminas antes comentadas son muy complejas, el añadir 
los efectos de la no linealidad geométrica  hace que no haya siquiera unicidad por parte de 
muchos autores  en la forma de abordar el problema. Pese a varias décadas de estudios al 
respecto, todavía no existe un acuerdo generalizado respecto a los fundamentos que deben 
definir una teoría de láminas en régimen no lineal. 
Como autores que han investigado este problema se puede citar a Naghdi(1963), Librescu 
(1987), Koiter (1966), Koiter y Simmonds (1973), Pietraszkiewicz (1989) y 
Abrahambegovic, entre otros. Hay que citar las monografías de Grigoliuk y Kabanov (1978), 
Volmir(1967), Mushtari y Galimov (1959) donde se exponen ejemplos de aplicación de las 
ecuaciones fundamentales de las teorías de láminas en régimen no lineal.  
Con carácter general, se debe tener presente que hay diferentes grados de no linealidad.  
La teoría lineal, en pocas palabras, considera pequeñas deformaciones y que no existen 
problemas de inestabilidad. Las ecuaciones de equilibrio se obtienen a partir de la 
configuración no deformada. 
A continuación, están las teorías de láminas con rotaciones moderadas. Incluyen los términos 
más importantes de las ecuaciones no lineales correspondientes a desplazamientos y 
rotaciones y son válidas para grandes desplazamientos pero rotaciones moderadas. Las 
deformaciones siguen siendo pequeñas y los problemas de inestabilidad (pandeo) se pueden 
resolver de manera aproximada. En este grupo de teorías se encuentran las de Librescu y 
Stein (1992), Librescu y Chang (1992), Palmerio (1990), Kreja y Schmidt (1997) y Reddy 
(2004). Sus aplicaciones suelen estar enfocadas al estudio de láminas anisótropas gruesas 
mediante el MEF.  
En un tercer grupo están las teorías correspondientes a grandes rotaciones que incluyen todos 
los términos geométricamente no lineales. Son teorías apropiadas para problemas de 
inestabilidad y grandes corrimientos y rotaciones, sin embargo las deformaciones siguen 
siendo pequeñas. Hay que hacer notar que esta limitación no es debida a ningún tipo de 
restricción en cuanto a  las hipótesis cinemáticas de las teorías de láminas, puesto que no las 
hay, sino que está relacionada con la hipótesis clásica de estas teorías que suponen que las 
tensiones y deformaciones normales son nulas. Esta hipótesis conduce a una modelización 
errónea del comportamiento laminar que se aleja de la solución que se deriva de las leyes de 
la elasticidad en 3 dimensiones.    
Por último, están las teorías que incluyen las deformaciones y tensiones normales a la 
superficie media. Estas, no solo se ajustan completamente a las ecuaciones no lineales de la 
teoría de láminas sino que además cumplen las ecuaciones constitutivas plenamente 
desarrolladas según las ecuaciones de la elasticidad. Son validas para grandes rotaciones y 
desplazamientos pero hay que considerar los modelos adecuados que describen el 
comportamiento del material. El modelo usual de Saint-Venant – Kirchhoff no es apropiado 
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para estas teorías de láminas, sobre todo en el caso de grandes deformaciones normales. Se 
pueden englobar dentro de este grupo las teorías de láminas de 7 parámetros propuestas por 
Simo (1989, 1990), Sansour (1995), Bischoff y Ramm (1997), Braun (1995) y Buchter 
(1992).  
Una vez dicho esto, se puede afirmar que la característica fundamental del estado de 
deformación laminar en el marco geométricamente no lineal, es la aparición de las rotaciones 
finitas de los elementos materiales. Las rotaciones finitas pueden aparecer incluso cuando se 
presentan pequeñas deformaciones de elementos estructurales donde una de las dimensiones 
se considera mucho menor que las otras: vigas, placas y láminas. 
En la mecánica de los medios continuos no lineal, la componente rotacional de la 
deformación, descrita por el tensor de las rotaciones finitas R, ha sido analizada por varios 
autores entre los que cabe destacar Truesdell y Noll (1965). Una descripción equivalente de 
la componente rotacional en la deformación del continuo, mediante el vector de las 
rotaciones finitas Ω, ha sido usada por Shamina (1974).  Una teoría exacta mediante 
rotaciones finitas para láminas, en función del tensor de las rotaciones finitas R y el vector 
de las rotaciones finitas Ω, ha sido desarrollada por Pietraszkiewicz (1979). La teoría 
desarrollada por este autor se engloba dentro de las teorías de láminas mediante rotaciones 
finitas. Otros autores que han desarrollado otros modelos son Başar (1993), Balah (2002) y 
Al-Ghamedy (2002). Estos últimos también incorporaron teorías de orden superior en sus 
desarrollos.  
4.2. El Método de los Elementos Finitos para el estudio de estructuras laminares. 
Tecnología de Elementos 
El análisis de láminas delgadas mediante el método de los elementos finitos es uno de los 
tópicos dentro de este campo que más investigaciones y trabajos han dado lugar. Aunque los 
esfuerzos desarrollados en esta dirección han producido significativos avances, aún no se ha 
culminado con éxito un elemento finito tipo lámina que sea válido con toda generalidad. En 
este sentido, la formulación de un elemento tipo lámina basado en la aproximación directa de 
los desplazamientos sigue siendo un foco de interés.  
Primeramente fueron las hipótesis de  la teoría de láminas de Love Kirchhoff (1944) las que 
dieron lugar  a la formulación de distintos elementos finitos válidos para este tipo de 
problemas. Por otra parte, las funciones de forma utilizadas para la interpolación de los 
desplazamientos tenían que cumplir una serie de requisitos para garantizar la convergencia y 
la estabilidad de la solución. Las más importantes serían: 
‐ La continuidad de los desplazamientos y sus derivadas hasta un orden  menor de la 
mayor derivada existente en el funcional a minimizar. 
‐ La nulidad de la variación de la energía de deformación ante movimientos de sólido 
rígido. 
Es bien conocida la dificultad de imponer la continuidad de los desplazamientos y sus 
derivadas entre elementos, la llamada conformidad de los mismos, en las teorías basadas en 
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las hipótesis de Love Kirchhoff (1994). Estos problemas fueron soslayados mediante la 
relajación de estas hipótesis. 
Aparecieron de este modo, los elementos basados en la llamada “Discrete Kirchhoff Theory” 
(DKT). Se han formulado diversos elementos finitos triangulares tipo placa y lámina bajo 
esta aproximación. Mediante este método, la energía de flexión se calcula interpolando de 
forma independiente las rotaciones de cada nodo y acudiendo a la relación entre 
desplazamientos y rotaciones debidas a la hipótesis de Kirchhoff, llegando así a un elemento 
conforme con los grados de libertad tradicionales.   
Como se ha comentado anteriormente, la validez de un elemento finito depende de la 
capacidad del mismo para representar los modos de sólido rígido del elemento estructural. Si 
el elemento en cuestión es capaz de reproducirlos, se habrá mejorado la convergencia del 
mismo aunque no se asegure que esta convergencia sea a la solución correcta. 
Los primeros elementos finitos para láminas delgadas no describían de manera precisa estos 
modos de deformación. Se argumentaba que estos podían aproximarse considerando 
polinomios de orden superior. 
Los primeros elementos finitos que los describen eficazmente, son los llamados “SHEBA 
elements” y fueron elaborados por Argyris y Scharpf (1972). El elemento finito triangular de 
Dupuis (1970) o uno más reciente en el tiempo como el de Wu (2005), incluyen una 
descripción precisa de estos modos de deformación y utilizan distintas teorías de láminas que 
aceptan de una u otra manera las hipótesis de Love Kirchhoff. 
Por otra parte, existen varios elementos que utilizan la aproximación “DKT”. Dhatt (1986) 
presentó un elemento con 27 grados de libertad que esencialmente correspondía con un 
elemento para láminas muy delgadas. Posteriormente este autor y Bathoz (1990), mejoraron 
este elemento incluyendo los modos de sólido rígido, y desarrollaron un nuevo elemento 
triangular curvo basado en la teoría de Wempner de láminas que incluye la deformación por 
cortante. Usaban polinomios hermíticos de orden 3 para los desplazamientos tangenciales y 
la aproximación DKT para los desplazamientos normales; por lo que al final era un nuevo 
elemento con 27 grados de libertad, 9 por cada nodo. Curiosamente, no contenía una 
descripción explicita de los modos de sólido rígido.    
Paralelamente a estos elementos triuangulares que se estaban desarrollando, surgieron otros 
tipos de elementos de elementos con otras formas y que intentaban solventar los problemas 
antes comentados. Surgieron los conocidos “Elementos de sólido degenerado”. Los primeros 
trabajos desde este punto de vista corresponden a Ahmad et al (1970). Se parte de un 
elemento finito tridimensional, y a través de unas hipótesis cinemáticas respecto a los 
desplazamientos “degenera” el elemento finito original, o lo que es lo mismo, discretiza las 
ecuaciones de la elasticidad en 3 dimensiones, en función de las variables nodales de la 
superficie media. 
Las ideas originales correspondientes a este tipo de elemento han ido evolucionando en el 
tiempo y ha dado lugar a innumerables elementos finitos hasta día de hoy, predominando en 
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la década de los 70 y 80. Como autores que han aportado interesantes trabajos al respecto se 
pueden citar a Chinosi et al (1998), Cho y Roh (2003) y Chapelle et al (2002).   
Una segunda clase de elementos que se desarrollan en los años 70 son los elementos basados 
en las distintas teorías de láminas. Aunque varios autores los incluyen como una subclase de 
elementos de sólido degenerado o no les dan la importancia suficiente como para 
considerarlos una clase aparte, los elementos basados en teorías de láminas  han sido objeto 
de muchos trabajos hasta día de hoy. Los elementos finitos basados en las distintas teorías de 
láminas describen de una manera natural el comportamiento de la misma al estar formulados 
en coordenadas curvilíneas.  Como contrapartida, todos ellos como su nombre indica, están 
basados en las distintas teorías de láminas existentes. Los autores de la escuela alemana, 
Başar, Krätzig (1993), Ramm (1992), Buchter(1994), Schweizerhof (1984) etc. han utlizado 
con profusión este tipo de elementos. 
Un análisis comparativo interesante entre los dos métodos (elementos de sólido degenerado 
y elementos basados en teorías de láminas) fue desarrollado por Büchter y Ramm (1992). La 
conclusión de este trabajo puso de manifiesto que ambos enfoques eran asintóticamente 
equivalentes. 
Un trabajo más reciente, Chapelle y Bathe (2002), puso de manifiesto que en los elementos 
de sólido degenerado subyace el modelo clásico de láminas con deformación por corte de 
primer orden aunque no se use un modelo bidimensional laminar alguno.   
Otro aspecto importante a tener en cuenta a diferencia de los elementos de sólido degenerado 
es que la elección de las funciones de interpolación depende de la teoría de láminas elegida 
ya que estas han de cumplir una serie de condiciones dependiendo del orden de derivación 
que exijan estas teorías. Así, por ejemplo, para la teoría de Koiter – Sanders las funciones de 
interpolación han de ser continuas, con derivada continua e incluso curvaturas continuas. En 
la teoría de Donnell – Vlasov y teorías de láminas con pequeña curvatura es suficiente 
derivadas primeras continuas. 
Una característica común a estos dos tipos de elementos y que a su vez es un problema al 
que se han dedicado grandes esfuerzos hasta la fecha, es el llamado bloqueo de la matriz de 
rigidez. De manera general, al ser la lámina un elemento estructural en el que predominan 
dos de sus dimensiones frente a una tercera, que es el espesor, se produce una rigidización 
excesiva de la matriz de rigidez. Ejemplos parecidos que se dan en otras ramas de la 
ingeniería o física son algunos problemas de mecánica de fluidos o en ingenieria mecánica.  
De manera más especifica, en las estructuras laminares, y con los tipos de elementos antes 
descritos,  aparecen los llamados bloqueo de cortante y de membrana. Bloqueo que como he 
comentado, está asociado a la incapacidad de las funciones de forma para representar 
adecuadamente los modos de flexión del elemento. En estos casos, las contribuciones a la 
matriz de rigidez del elemento de los esfuerzos cortantes y de membrana se sobrevaloran y 
no se corresponden con la realidad física de la deformación del elemento. De una manera 
más intuitiva el bloqueo de cortante se puede describir como la aparición de deformaciones 
por cortante en un elemento lámina que estuviera sometido a flexión pura. Tanto el bloqueo 
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de cortante como el membrana se agudizan con la esbeltez de la lámina, es decir para 
espesores delgados.  
En otro apartado, describiré de manera más detallada, las multiples técnicas que se han 
elaborado hasta la fecha para intentar aliviar este tipo de problemas y explicaré un poco más 
extensamente los distintos tipos de bloqueo.  
Por último, en esta introducción, voy a describir someramente, un tercer grupo de elementos 
que sirven para  modelizar el comportamiento de estructuras laminares que son los 
elementos tridimensionales. Como su nombre indica los elementos tridimensionales no son 
elementos tipo lámina sino que son “sólidos”. La principal diferencia respecto a los 
elementos tipo lámina (en sus dos versiones), es que prescinden de los grados de libertad 
rotacionales. Este aspecto en el campo geométricamente no lineal es crucial ya que se debe 
recordar que las rotaciones en el espacio tridimensional no es un grupo conmutativo, por lo 
que la adición de rotaciones depende del orden de la misma. La parametrización de las 
rotaciones en elementos tipo lámina en régimen no lineal es un grave inconveniente que 
además desde el punto de vista computacional es costoso.   
En próximos capítulos, se estudia más en profundidad las ventajas de este tipo de elementos 
y sus defectos.   
4.3. El Fenómeno del bloqueo de la matriz de rigidez 
Es bien conocido, que los modelos de elementos finitos basados exclusivamente en la 
interpolación de los desplazamientos y rotaciones sufren del llamado “bloqueo” y que 
presentan una excesiva rigidez. Este fenómeno aparece como consecuencia de una 
modelización errónea de la energía de membrana y de flexión, en elementos tipo lámina, 
cuando el espesor de la lámina tiende a cero. 
Para aliviar este problema, se han propuesto distintas técnicas: técnicas de estabilización, 
otras técnicas de integración reducida o también llamadas de subintegración; ambas 
relacionadas con principios variacionales mixtos o también llamados híbridos o que incluyen 
modos de deformación incompatibles. En las últimas décadas, las técnicas de deformaciones 
superpuestas o impuestas se han afianzado estando relacionadas con principios variacionales 
mixtos tales como el principio de Hu – Washizu y usan modos de deformación impuestos. 
La gran variedad de elementos y técnicas propuestas, pone de manifiesto la dificultad de 
abordar aproximaciones de determinados problemas físicos mediante el método de los 
elementos finitos para evitar fenómenos inherentes a su formulación: fenómenos de exceso 
de energía (“locking”) en situaciones donde la flexión es el estado predominante, modos de 
energía nula, descripción precisa de los modos de deformación en los estados de flexión y 
membrana, insensibilidad ante  las distorsiones de la malla y extensión de la formulación al 
régimen no lineal. 
El bloqueo de membrana y por cortante en modelos de elementos finitos de bajo orden, se 
manifiesta de manera más severa que en modelos de orden superior. Sin embargo, mediante 
técnicas de estabilización o usando técnicas de integración reducida o selectiva, la fiabilidad 
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de estos elementos mejora de forma considerable. Con estos elementos de bajo orden, se 
puede acudir también a formulaciones mixtas con los funcionales de Hu-Washizu ó 
Hellinger -Reissner.   
A continuación presento con más detalle algunas de las técnicas más utilizadas para soslayar 
este tipo de problemas. 
4.3.1. Integración Selectiva 
La integración selectiva fue introducida por Zienkiewicz en 1971. El método es fácil de 
implementar por lo que se utiliza frecuentemente para evitar el bloqueo por cortante. Cuando 
se utiliza la integración reducida, todas las deformaciones son evaluadas con un orden 
reducido de la cuadratura de Gauss. Sin embargo, con este método solo la deformación por 
corte se integra de forma reducida, por lo que se utilizan diferentes órdenes de integración 
para las distintas componentes del tensor deformación. 
El esquema de la integración selectiva y su aplicación a la eliminación del bloqueo por 
cortante, lo ha desarrollado Bathe (1996) y Cook et al (1989). La idea fundamental del 
método, es que el error cometido por la interpolación, se “compensa” por el uso de esta 
integración reducida. 
El mayor inconveniente que se le puede achacar al método, es que pueden aparecer los 
llamados modos de energía nulos o espurios (hourglass modes). En algunos casos, esto 
puede guiar a resultados inaceptables; ver por ejemplo Koziey y Mirza (1997). 
Estos modos surgen como consecuencia de la aparición de energía de deformación nula 
asociada a desplazamientos nodales que no son movimientos de sólido rígido. Para paliar 
estos efectos, se han empleado técnicas de estabilización que generalmente tienen en común 
el añadir una serie de restricciones sin introducir una rigidez adicional a los elementos 
cuando están en un modo estable.     
4.3.2. Método de las deformaciones supuestas 
La clave para una aplicación exitosa de las formulaciones mixtas o híbridas está en la 
elección de las deformaciones supuestas. Con el propósito de eliminar el fenómeno del 
bloqueo es deseable escoger las deformaciones supuestas de la forma más sencilla posible. 
Sin embargo una formulación excesivamente sencilla provoca modos de energía nulos 
(“hourglass modes”), algunos de los cuales no desaparecen ni a la hora del ensamblaje de los 
elementos. Frecuentemente esto lleva a la formulación de un elemento que no es invariante 
frente a cambios de coordenadas. La invariancia de las propiedades de un elemento finito 
frente a cambios de coordenadas no es un aspecto esencial siempre que no varíen 
significativamente. Algunos autores fuerzan la invariancia del elemento finito asignando un 
sistema de coordenadas particular a la geometría del elemento.   
4.3.3. Interpolación Mixta de Componentes Tensoriales (MITC) 
El método de la interpolación mixta de componentes tensoriales es un método equivalente a 
la integración reducida, selectiva o los distintos métodos de estabilización para evitar el 
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bloqueo, que está basado en una modificación de la interpolación de las componentes de los 
tensores de deformación. 
Este método, fue propuesto originalmente para elementos bilineales con una nueva 
interpolación de la deformación transversal. El elemento originalmente propuesto fue el 
llamado MITC 4 formulado por Bathe y Dvorkin (1984) para evitar el problema del bloqueo 
por cortante y extendido a elementos de orden superior por Bucalem y Bathe (1993). A partir 
de entonces, se generan una familia de elementos “MITCn” que incluyen elementos 
triangulares y cuadriláteros  con un número de nodos “n” en donde todas las componentes de 
la deformación son interpoladas de la forma que se expresa a continuación: 
ߝ௜̃௝஺ௌ ൌ ෍ ௞ܰ௜௝ሺξ, ηሻߝ௜̃௝஽ூ
௣
௞ୀଵ
ሺߦ௉, ߟ௉, ݐሻ 
En esta fórmula, las deformaciones impuestas ߝ௜̃௝஺ௌse calculan  a partir de las deformaciones 
interpoladas directamente a partir de un modelo deformación desplazamiento a través de 
unas funciones de forma que he denominado ௞ܰ௜௝ሺߦ, ߟሻ. Estas funciones de forma dependen 
de las coordenadas locales ሺߦ, ߟሻ y se corresponden con la componente de la deformación 
ሺ݅, ݆ሻ evaluada en el punto ሺ݇ሻ. Los puntos donde se evalúan estas deformaciones son los 
llamados “tying points”. En consecuencia, las funciones de forma cumplen: 
௞ܰ
௜௝|௟ ൌ ௞ܰ௜௝ሺߦ௟, ߟ௟ሻ ൌ  ߜ௞௟  
Parece entonces lógico que la clave para el éxito de este método consiste en la elección de 
estos puntos “tying points” donde se interpolan las deformaciones. Para la mayoría de los   
elementos, estos puntos están localizados y se pueden encontrar en Bathe (1996), Bucalem 
and Bathe (1993) y Dvorkin y Bathe (1984). 
No existe una justificación desde el punto de vista físico para la elección de estos puntos sino 
que está basado en una justificación numérica. Así, por ejemplo, para el MITC 4, estos 
puntos se sitúan en los puntos medios de los lados del elemento tal como muestra la 
siguiente figura. 
                                        
Figura 4.2: Localización de los “tying points” en el MITC 4: A (0,-1), B (1,0), C (0,1) y D (-1,0). Las 
coordenadas de los puntos están referidas al sistema local 
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Los resultados obtenidos mediante esta técnica en el contexto de los elementos lámina han 
dado buenos resultados. Véase por ejemplo, Chapelle y Bathe (2003), Bathe y Lee (2004) o 
Sussman y Bathe (2013). 
4.3.4. Métodos mixtos o híbridos. Los principios de Hu Washizu y de Hellinger 
Reissner 
El desarrollo de métodos mixtos para elementos finitos está íntimamente relacionado con  
los principios variacionales de la elasticidad. El conocido problema del bloqueo por cortante 
y de membrana se puede aliviar obteniendo relaciones independientes para el campo de 
desplazamientos, tensiones y deformaciones a través de estos principios. Es decir, se pueden 
encontrar formulaciones alternativas a la clásica de la matriz de rigidez a través de estos 
principios variacionales. 
La clave para formular correctamente la matriz de rigidez del sistema, es  escoger 
adecuadamente los campos de tensiones y deformaciones impuestos. 
Para ello, de manera general se ha de evaluar energéticamente cada uno de los términos.  
El principio variacional de Hu- Washizu 
El funcional de Hu – Washizu, es un principio muy utilizado en el método de los Elementos 
Finitos. Se trata de un funcional de tres campos que permite variaciones independientes del 
campo de desplazamientos, tensiones y deformaciones. 
Se puede formular de la siguiente manera (Doblaré, 1998): 
“Si ࣌, ࣕ, ࢛ son soluciones del problema débil de la elastodinámica, entonces el funcional de 
Hu Washizu alcanza un punto estacionario en este punto solución para cualquier variación 
ߜ࢛ ߳ ॽ, ߜࢿ, ߜ࣌ ߳ ܮଶሺߗሻ con ܮଶሺߗሻ el espacio de funciones de cuadrado integrable y ॽ el 
espacio de variaciones admisibles de S , es decir, el espacio de funciones ܪଵሺߗሻ  que 
cumplen las condiciones esenciales homogéneas. A la inversa, entre todas las funciones u ߳ 
S y ࣌, ࢿ  ߳  ܮଶሺߗሻ  aquella en la que el funcional de Hu – Washizu alcanza un punto 
estacionario es solución del problema débil de la elastodinámica”. 
El funcional de Hu Washizu se puede escribir como, 
ߨுௐሺ࢛, ࣌, ࣕሻ ൌ  12 න ߪ௝
௜௝ሺߝሻߝ௜௝ܸ݀
 
ఆ
൅ න ߪ௜௝ ൤12 ൫ ఈܸפפఉ ൅ ఉܸפפఈ ൯ െ ߝ௜௝ ൨ ܸ݀ െ න ߩܾ
௜ݑ௜ܸ݀ െ ෍ න ݐҧ௜ݑ௜݀ܣ
 
డఆ೟೔
ଷ
௜ୀଵ
 
ఆ
 
ఆ
 
Donde la doble barra vertical indica derivada covariante respecto a una base de vectores 
tangentes a una superficie de la lámina. Y la condición de estacionalidad es: 
ߜߨுௐሺ࢛, ࣌, ࣕሻ ൌ  ߲ߨுௐ߲ࣕ ߜ߳ ൅
߲ߨுௐ
߲࣌ ߜߪ ൅  
߲ߨுௐ
߲࢛ ߜ࢛ ൌ 0 
Esta es la expresión más general del principio de Hu Washizu. La primera de las expresiones 
se correspondería con un análisis lineal, ya que la expresión del tensor de deformaciones así 
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se corresponde. Las nueva ecuaciones constitutivas, cinemáticas y de equilibrio que se 
deducen son la base para la formulación del MEF y se obtienen derivando respecto a las 
variables que definen el problema.   
߲ߨுௐ
߲ࣕ ߜ߳ ൌ  න ሺߜ߳
் ൉ ܦ ൉ ߳ െ  ߪ் ൉ ߜ߳ሻ݀ܣ
 
ఆ
 
߲ߨுௐ
߲࣌ ߜߪ ൌ  න ሺെߜߪ
் ൉ ߳ ൅ ߜߪ் ൉ ሺࡸ࢛ሻሻ݀ܣ 
 
ఆ
 
߲ߨுௐ
߲࢛ ߜ࢛ ൌ  න ሺߪ
் ൉ ࡸߜ࢛ሻ݀ܣ െ  න ߩܾ௜࢛௜ܸ݀ െ ෍ න ݐҧ௜࢛௜݀ܣ
 
డఆ೟೔
ଷ
௜ୀଵ
 
ఆ
 
ఆ
 
Como se puede ver, el principio de Hu Washizu relaja las ecuaciones que definen el 
problema, 
߲ߨுௐ
߲߳ ߜ߳ ൌ  න ሺߜ߳
் ൉ ܦ ൉ ߳ െ ߪ் ൉ ߜ߳ሻ݀ܣ
 
ఆ
ൌ 0 
߲ߨுௐ
߲ߪ ߜߪ ൌ  න ሺെߜߪ
் ൉ ߳ ൅  ߜߪ் ൉ ሺࡸ࢛ሻሻ݀ܣ 
 
ఆ
ൌ 0 
߲ߨுௐ
߲࢛ ߜ࢛ ൌ  න ሺߪ
் ൉ ࡸߜ࢛ሻ݀ܣ െ  න ߩܾ௜ݑ௜ܸ݀ െ ෍ න ݐҧ௜ݑ௜݀ܣ
 
డఆ೟೔
ଷ
௜ୀଵ
 
ఆ
 
ఆ
ൌ 0 
Si se denominan a los campos de tensiones y deformaciones supuestos como 
ߪ ൌ ܵݏ 
ߝ ൌ ܧ݁ , 
y los desplazamientos se discretizan en la forma habitual mediante las funciones de forma,   
ݑ ൌ ෍ ௜ܰݑ௜
௡
௜ୀଵ
 
Mediante el procedimiento antes descrito se llega a una ecuación matricial de la forma: 
൭
ܪ െܣ் 0
െܣ 0 ܩ
0 ܩ் 0
൱ ቆ
݁
ݏ
ݑ
ቇ ൌ ൭
0
0
݂
൱ 
Donde, 
ܩ ൌ  න ்ܵܤܸ݀
 
௏
 
ܣ ൌ න ்ܵܧܸ݀
 
௏
 
ܪ ൌ න ܧ்ܥܧܸ݀
 
௏
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Se ve claramente que en esta caso, E no es el módulo de Young sino el campo de 
deformaciones supuestos. B es la matriz usual que relaciona deformaciones y 
desplazamientos.  
Si se resuelve la ecuación matricial anterior, la expresión de la matriz de rigidez del 
elemento finito queda en la forma,  
ܭ ൌ ܩ்ሺܣܪିଵܣ்ሻିଵܩ 
El principio de Hellinger-Reissner es una particularización del principio de Hu Washizu 
cuando se admite que el campo de deformaciones no es independiente sino que se obtiene a 
través de las relaciones cinemáticas correspondientes.  
Para poder entender con un poco de más claridad lo expuesto hasta ahora se discutirán 
algunos ejemplos. Para elementos tipo lámina, Wempner y Talaslidis (1982) propusieron un 
campo de deformaciones de la forma: 
ߝଵଵ ൌ ߝҧଵଵ ൅ ߝӖଵଵߟ  
ߝଶଶ ൌ ߝҧଶଶ ൅ ߝӖଶଶߦ  
ߝଵଶ ൌ ߝҧଵଶ ൅ ሺߝӖଵଶߦ ൅  ߝӖଵଶߟ ሻ 
Donde ߝҧଵଵ,  ߝӖଵଵ, ߝҧଶଶ , ߝӖଶଶ , ߝӖଵଶ y ߝӖଵଶ son constantes a determinar.  Propusieron igualmente un 
campo de tensiones análogo al de deformaciones y obtuvieron un elemento finito en 
coordenadas curvilíneas con deformación por corte  que no presentaba bloqueo por corte ni 
modos de energía nulos.   
Autores que han utilizado principios variacionales en el contexto de elementos finitos 
tridimensionales se puede citar a Weissman (1996), Pian y Sumihara (1984). La aplicación 
de este tipo de principios a estos elementos es mucho más compleja por la identificación de 
los modos de deformación del elemento. De este modo, los dos últimos autores antes citados, 
propusieron un campo de tensiones en la forma: 
ߪ௜௝ ൌ ࣠௜ூ࣠௝௃ΣIJ 
Donde ࣠ es el gradiente de deformación evaluado en el origen y la matriz Σ es: 
Σ ൌ  ሾԭଵଵ ԭଶଶ ԭଷଷ ԭଵଶ ԭଶଷ ԭଷଵሿ 
Con 
ԭ ൌ
ۉ
ۈۈ
ۇ
1 0 0 0 0 0 ߟ ߞ ߟߞ 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 ߦ ߞ ߦߞ 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ߦ ߟ ߦߟ 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ߞ 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ߦ 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ߟی
ۋۋ
ۊ
 
De manera general, notar únicamente que al estar involucrados muchos más nodos que en 
elementos lámina, los elementos tridimensionales proponen campos de tensiones y de 
deformaciones mucho más complejos. 
 Capítulo 4. Estado del arte 
 
25 
 
Para terminar este apartado, comentar que en el contexto de elementos finitos tipo lámina en 
régimen geométricamente no lineal, se ha formulado una generalización del principio de Hu 
Washizu con objeto de incorporar las rotaciones en dicho funcional. Para ello, se consideran 
a priori que los tensores de tensiones y de deformación  no tienen porque ser simétricos y se 
asocia unos nuevos términos en el funcional compuesto por el producto de las partes 
antisimétricas de dichos tensores.  
Los resultados obtenidos con esta formulación son similares a los obtenidos con otro tipo de 
elementos.  
4.3.4. Condiciones para que un elemento finito sea óptimo 
Para que la solución de un problema por el método de los elementos finitos sea óptima el 
método ha de cumplir una serie de requisitos: 
Elipticidad: Esta condición asegura que la discretización mediante el método es resoluble y 
físicamente significa que no existen modos de energía nulos adicionales, también llamados 
espurios. Sin ningún tipo de enriquecimiento o estabilización del elemento, cualquier 
elemento finito debe tener exactamente 6 modos de energía nulos, correspondientes a los 6 
modos de sólido rígido. Esta condición es fácilmente verificable contando el número de 
valores propios que son cero de la matriz de rigidez y haciendo lo propio con los vectores 
propios.  
Consistencia: Ya que la discretización por elementos finitos está basada en un modelo 
matemático, el elemento finito solución debe converger a la solución exacta del modelo 
matemático conforme el tamaño del elemento tienda a cero. En otras palabras, las formas 
bilineales utilizadas en el método que son función del tamaño del elemento, deben 
aproximarse exactamente a las formas bilineales del modelo cuando el tamaño del elemento 
se aproxime a cero. 
Condición inf-sup: De  manera ideal, el elemento finito perfecto, debería satisfacer la 
condición inf-sup. Para los elementos finitos tipo lámina, esta condición se traduce en una 
convergencia uniforme en la situación donde la lámina se comporta en un estado 
predominante de flexión. Entonces, el elemento finito lámina se encuentra libre de bloqueo 
de cortante o membrana con un espesor cualquiera de la lámina. Generalmente, esta 
condición no es posible probarla de manera analítica por lo que se deben emplear pruebas de 
tipo numérico.   
4.3.5. Ventajas e Inconvenientes de los elementos finitos para el estudio de estructuras 
laminares 
De las tres posibilidades que he comentado para formular elementos finitos para láminas, 
una de ellas es los elementos finitos basados en teorías de láminas. A priori, muchos autores 
argumentan que este tipo de elementos finitos tienen el inconveniente de estar basado en una 
teoría de lámina particular. Efectivamente, no existe una teoría de láminas válida para todo  
el rango  de problemas estructurales: linealidad, no linealidad geométrica, constitutiva, 
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láminas delgadas, moderadamente gruesas, gruesas, muy gruesas, distintas geometrías, 
condiciones de contorno etc.  
Por tanto para abordar un determinado problema estructural laminar mediante teorías de 
láminas, se debe escoger adecuadamente la teoría adecuada.   
Otro de los problemas que tienen este tipo de elementos es su complejidad en su 
formulación. Con estos elementos se necesita una descripción precisa de la superficie media. 
Los tensores que definen las relaciones deformación desplazamiento son complejos por lo 
que su desarrollo lo es aún más. Como ventaja sin embargo, es que al trabajar con la 
superficie media las ecuaciones constitutivas son de tensión plana. Se ha observado que 
elementos con relaciones constitutivas tridimensionales. 
Los elementos 3D son elementos que inicialmente no tuvieron una gran popularidad en el 
estudio de láminas por el MEF debido a su alto costo computacional. Sin embargo desde los 
años 90 han tenido gran aceptación, siendo los trabajos de Simo (1989) y Büchter (1992) 
pioneros en este campo. Además, hoy día se dispone de ordenadores con una gran capacidad.  
De manera general, su pueden presentar una serie de ventajas de los elementos 3D frente a 
los otros tipos de elementos, referentes a la mecánica del sólido y que son las siguientes: 
‐ Se permite utilizar ecuaciones constitutivas tridimensionales. No se restringe a 
modelos de tensión plana. 
‐ Permiten modelizar el problema del contacto. 
‐ Permite estudiar problemas de grandes deformaciones incluyendo el esfuerzo 
cortante o discontinuidades del elemento solido en el espesor.   
‐ Solo se consideran como variables nodales los desplazamientos. Los giros, sobre 
todo para problemas que incluyan grandes deformaciones y/o rotaciones, son difíciles 
de parametrizar y actualizar.  
A día de hoy, no se encuentra en la bibliografía el estudio  dinámico de estructuras laminares  
en régimen geométricamente no lineal mediante elementos 3D y menos aún con el elemento 
de 20 nodos. 
4.3.6. Elementos Finitos tridimensionales en el estudio de estructuras laminares. 
Motivos de la elección del elemento finito objeto de esta tesis doctoral 
Como se ha comentado, los elementos finitos tridimensionales se han utilizado  con 
profusión en el estudio de las estructuras laminares en la década de los 90 y hasta fecha 
presente. Si se repasan los trabajos más interesantes al respecto se destaca que Hauptmann y 
Schweizerhof (1998) y Sze y Yao (2000), retomaron la utilización de elementos de sólido 
(elemento trilineal de 8 nodos) con buenos resultados evitando la aparición del bloqueo 
mediante de técnicas de deformaciones impuestas. 
Paralelamente, Andelfinger et al (1993) desarrollaron elementos de sólido de bajo orden que 
tenían buen comportamiento en flexión gracias a la adición de modos de deformación 
mejorados (EAS). La clave en este tipo de elementos es la elección adecuada(a ser posible 
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mínima) de los modos a elegir. En elementos 3D, estos autores requerían un mínimo de 21 
parámetros adicionales. Korelc y Wriggers (1996) consiguieron desarrollar elementos 3D 
mediante técnicas de deformaciones mejoradas con sólo nueve parámetros adicionales, lo 
que mejoraba la eficacia del elemento. Hauptmann y Schweizerhof (1998) desarrollaron un 
elemento 'sólido shell' para análisis lineal y no lineal.  
Como se ha expuesto, la técnica de las deformaciones impuestas fue introducida por Hughes 
y Tezduyar (1981) para la mejora de elementos tipo placa basados en la teoría de Reissner, y 
por Bathe y Dvorkin (1984) para aliviar el problema del bloqueo por corte.     
En un principio, las técnicas de integración reducida y selectiva para evitar el problema del 
bloqueo, dieron buenos resultados para los elementos 3D. Sin embrago, no acabaron de 
resolver el problema puesto que aparecían los llamados modos de energía nulos 
(mecanismos). La aparición de estos mecanismos se agudiza para elementos finitos de bajo 
orden.  
Kim et al. (2005) proponen un nuevo elemento de 8 nodos con deformaciones asumidas 
tratando el tema de la no linealidad mediante la formulación corotacional. Por otra parte, el 
mismo autor y sus colaboradores proponen un nuevo elemento con deformaciones asumidas 
empleando esta vez la formulación Lagrangiana actualizada. 
Alves de Sousa (2003) formula un nuevo elemento finito de 8 nodos con deformaciones 
impuestas con un tratamiento especial para el problema de la incompresibilidad, imponiendo 
ciertas condiciones a la energía interna del sistema y añadiendo un campo de deformaciones 
mejoradas, basado en investigaciones anteriores de los autores,  para evitar el bloqueo 
volumétrico y por cortante. El artículo trata además los nuevos modos de deformación del 
elemento que surgen de la mejora en el campo de deformaciones, obteniendo buenos 
resultados. 
En este sentido, los recientes trabajos de Reese (2009), Fontes Valente (2004), Cardoso 
(2007, 2008). y Schwarze (2009), obtienen resultados  eficientes y precisos mediante 
elementos de sólido combinándolos con elementos tipo lámina donde además se combinan 
técnicas de deformaciones naturales asumidas ANS y mejoradas EAS y técnicas de 
integración reducida, donde ya no es necesaria una reformulación para condiciones de 
tensión plana. 
Como se aprecia en estos trabajos, todos los autores tratan con el elemento de 8 nodos 
intentando evitar tanto el bloque de la matriz de rigidez como la aparición de los modos de 
energía nulos con técnicas muy elaboradas y a veces sin demasiado fundamento físico. Una 
de las ventajas de la utilización de elementos de orden superior, es que los distintos tipos de 
bloqueo se manifiestan de manera mucho más débil.  
El elemento escogido para nuestro estudio es el elemento serendípito de 20 nodos. He 
encontrado numerosas referencias que estudian estructuras laminares con elementos de 8 
nodos y que intentan solucionar los distintos tipos de problemas con el bloqueo de la matriz 
de rigidez. Quizás debido a su mayor complejidad, no he encontrado apenas referencias que 
utilicen el elemento de 20 nodos y estudien los problemas del bloqueo adecuadamente en 
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régimen geométricamente no lineal. Nuestro elemento no se limita a la formulación clásica 
en desplazamientos sino que se proponen unas nuevas relaciones deformación 
desplazamiento en referidas a un sistema curvilíneo tangente a la superficie media con objeto 
de aliviar el bloqueo trapezoidal. Para evitar el problema del bloqueo por corte (locking), que 
no se manifiesta con intensidad, se propone integración reducida para la parte de la matriz de 
rigidez asociada a la deformación por corte.  
El utilizar estas relaciones deformación- desplazamiento, posibilita además tratar elementos 
estructurales con gran curvatura al poder  
4.3.7. No linealidad geométrica para elementos finitos aplicados al estudio de 
estructuras laminares 
Existen tres formas de abordar el tema de la no linealidad geométrica mediante el método de 
los elementos finitos. Son la formulación Lagrangiana total, la formulación Lagrangiana 
actualizada y la formulación co-rotacional. Las dos primeras son bastante similares y se 
diferencian  únicamente en la configuración que se utiliza como referencia para las medidas 
de la deformación; en la formulación conocida como Lagrangiana total, se emplea como  
configuración de referencia para medir la deformación a la configuración inicial del sólido. 
Sin embargo, en la formulación conocida como actualizada se emplea como configuración 
de referencia a la última configuración de equilibrio hallada durante el proceso incremental 
de carga. Ambas formulaciones resultan ser totalmente equivalentes en sus resultados y se 
diferencian únicamente en su implementación práctica que puede dar lugar a diferencias en 
la eficiencia de una y otra. 
Así pues, mientras que las dos primeras son muy similares, la tercera (formulación co-
rotacional) si difiere sustancialmente de las otras dos. Voy a repasar algunos textos de interés 
que estudian este problema.  
La formulación Lagrangiana y Lagrangiana actualizada ha sido estudiada en profundidad y 
se pueden consultar excelentes textos como el de Crisfield (1991), Zienkiewicz (2000) o 
Bathe (1996). El primer autor edita su obra en 2 volúmenes y es en el segundo donde trata el 
análisis no lineal de láminas limitándose a elementos lámina. Zienkiewicz (2000) por su 
parte trata el tema desde un punto de vista bastante teórico también en su segundo volumen 
dedicado a la mecánica del sólido pero el tema específico de las estructuras laminares apenas 
lo estudia. A cerca del libro de Bathe (1996) se pueden hacer parecidas consideraciones que 
al de Crisfield (1991).  
En resumen, estos tres autores, tienen una gran cantidad de publicaciones dedicadas al 
estudio de estructuras en régimen geométricamente no lineal, incluido los estudios de 
estructuras laminares y proponen distintas técnicas para evita el problema del bloqueo.  
Una aproximación distinta y relativamente reciente al problema del análisis no lineal es la 
formulación co-rotacional. Esta aproximación tiene sus primeros antecedentes en los trabajos 
de Argyris (1979) y Belytschko (1975). La principal idea de la formulación co-rotacional es 
separar del elemento el movimiento de sólido rígido en el proceso de deformación del 
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mismo. El cálculo de la energía interna de deformación del elemento se realiza teniendo en 
cuenta este aspecto. Con la ayuda de esta formulación, un elemento que inicialmente era 
utilizado en el rango geométricamente lineal, puede extenderse al análisis no lineal 
incluyendo grandes rotaciones. El principal inconveniente es, recíprocamente, que  solo es 
válido para pequeñas deformaciones.  
Para terminar, mientras que las 2 primeras formulaciones han sido utilizadas para distintos 
elementos tridimensionales en el contexto de las teorías de láminas, la formulación co-
rotacional ha sido mucho menos utilizada, quizás por el hecho de que solo sea válida para 
pequeñas deformaciones. Una de las pocas referencias a este método para elementos finitos 
tridimensionales lo puede encontrar el lector en el artículo de Polat (2010) donde formula un 
elemento hexaédrico de 8 nodos en conjunción con técnicas de deformaciones asumidas para 
evitar el bloqueo por corte.  
Por último, aclarar, que no existe unicidad en cuanto a la formulación co-rotacional de los 
problemas geométricamente no lineales en sistemas estructurales, aunque la idea de fondo 
sea la misma. Los trabajos de Battini (2002), Pacoste (2002) y Crisfield (1991,1997) pueden 
tomarse como referencia.   
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Capítulo 5. Formulación, simulación y validación del elemento serendípito de 20 
nodos para el estudio de estructuras laminares en coordenadas cartesianas 
5.1. Sistemas de coordenadas 
Se suponen dos sistemas de referencia, ver Figura 5.1. El sistema ሼx, y, zሽ con origen en O 
es cartesiano ortonormal y el sistema ሼߦ, ߟ, ߞሽ es curvilíneo con origen en el centro del 
paralelepípedo. 
 
 
Figura 5.1: Sistemas de Coordenadas en el sistema cartesiano y en el espacio laminar.   
5.2. Tipo de elemento finito 
El elemento finito escogido para estudio de las láminas como sólido 
tridimensional discretizado en elementos finitos, es el hexaédrico 
isoparamétrico de 20 nodos, en cuyo interior y con origen en el centro del 
paralelepípedo se supone definido un sistema de coordenadas ሼߦ, ߤ, ߞሽ cuyo 
dominio de definición es el volumen del elemento y su campo de variación es 
െ1 ൑ ߦ௜ ൑ 1. 
 
 Figura 5.2: Elemento finito serendípito de 20 nodos 
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Para definir las funciones de forma, se usa la formulación isoparamétrica, en un sistema 
de coordenadas con origen en el centro del elemento, ver Figura 5.2. 
En una forma compacta se puede escribir estas ecuaciones en la forma, de sobra 
conocidas: 
௝ܰ ൌ 18 ൫1 ൅  ߦ௝ߦ൯൫1 ൅ ߟ௝ߟ൯൫1 ൅ ߞ௝ߞ൯൫ߦ௝ߦ ൅ ߟ௝ߟ ൅ ߞ௝ߞ െ 2 ൯ , 
(5.1)
para los nodos de los vertices del haxaedro, j=1,….,8 
 ௝ܰ ൌ 14 ሺ1 െ ߦ
ଶሻ൫1 ൅ ߟ௝ߟ൯൫1 ൅ ߞ௝ߞ൯ , (5.2)
para los nodos de la mitad de los lados, j=10,12,14,16. 
௝ܰ ൌ 14 ሺ1 െ ߟ
ଶሻ൫1 ൅ ߦ௝ߦ൯൫1 ൅ ߞ௝ߞ൯, (5.3)
para los nodos de la mitad de los lados, j=9,11,13,15. 
௝ܰ ൌ 14 ሺ1 െ ߞ
ଶሻ൫1 ൅ ߦ௝ߦ൯൫1 ൅ ߟ௝ߟ൯, (5.4)
para los nodos de la mitad de los lados j=17,18,19,20. 
Las coordenadas dentro del elemento, en función de las funciones de forma se pueden 
escribir:  
ݔ ൌ ෍ ௜ܰݔ௜
ଶ଴
௜ୀଵ
 
ݕ ൌ ෍ ௜ܰݕ௜
ଶ଴
௜ୀଵ
 
ݖ ൌ ෍ ௜ܰݖ௜
ଶ଴
௜ୀଵ
 
 
(5.5)
donde ሺݔ௜, ݕ௜, ݖ௜ሻ son las coordenadas de los 20 nodos del elemento. En el MEF, se tienen 
al menos dos sistemas de coordenadas: uno nuestro sistema de coordenadas cartesiano 
ሼݔ , ݕ , ݖ ሽ y otro el sistema isoparamétrico ሼߦ, ߤ, ߞሽ.  
5.3. Definición de corrimientos 
Se supone que los corrimientos de un punto interior genérico del elemento pueden ser 
expresados en función de las coordenadas curvilíneas de los nodos mediante   
ݑ௜ ൌ ෍ ௝ܰݑ௝௜
ଶ଴
ଵ
, (5.6)
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donde ui designa los corrimientos del punto interior (u,v,w) en el sistema cartesiano, en 
tanto que con uji se designan los corrimientos de los nodos (u1, v1, w1, ….., u20, v20, w20). 
 
La matriz Jacobiana de cambio de las coordenadas cartesianas xi a las coordenadas 
curvilíneas ߦ௜ es  
ሼࡶሽ ൌ ෍ ቐ
௜ܰ,కݔ௜
௜ܰ,ఎݔ௜
௜ܰ,఍ݔ௜
௜ܰ,కݕ௜
௜ܰ,ఎݕ௜
௜ܰ,఍ݕ௜
௜ܰ,కݖ௜
௜ܰ,ఎݖ௜
௜ܰ,఍ݖ௜
ቑ
ଶ଴
௜ୀଵ
ൌ ቐ
ଵܰ,క
ଵܰ,ఎ
ଵܰ,఍
ଶܰ,క …
ଶܰ,ఎ …
ଶܰ,఍ …
ଶܰ଴,క
ଶܰ଴,ఎ
ଶܰ଴,఍
ቑ ቐ
ݔଵݔଶ
ݕଵݕଶ
ݖଵݖଶڭ ڭ ڭݔଶ଴ ݕଶ଴ ݖଶ଴
ቑ , (5.7)
con lo que la relación entre derivadas de una cierta función ߶ en ambos sistemas de 
coordenadas viene dada por 
ቐ
߶,క
߶,ఎ
߶,఍
ቑ ൌ ሼࡶሽ ቐ
߶,௫
߶,௬
߶,௭
ቑ . (5.8)
Si se llama ߁ ൌ ฮ߁௜௝ฮ ൌ ܬିଵ, la relación inversa da 
ቐ
߶,௫
߶,௬
߶,௭
ቑ ൌ ሼડሽ ቐ
߶,క
߶,ఎ
߶,఍
ቑ , (5.9)
con lo que se puede escribir 
ቐ
ଵܰ,௫
ଵܰ,௬
ଵܰ,௭
ଶܰ,௫ …
ଶܰ,௬ …
ଶܰ,௭ …
ଶܰ଴,௫
ଶܰ଴,௬
ଶܰ଴,௭
ቑ ൌ ൝
ΓଵଵΓଶଵΓଷଵ
ΓଵଶΓଶଶΓଷଶ
ΓଵଷΓଶଷΓଷଷ
ൡ ቐ
ଵܰ,క ଶܰ,క … ଶܰ଴,క
ଵܰ,ఎ ଶܰ,ఎ … ଶܰ଴,ఎ
ଵܰ,఍ ଶܰ,఍ … ଶܰ଴,఍
ቑ . (5.10)
5.4. Deformaciones en régimen lineal y ecuaciones constitutivas 
Si para las deformaciones se adopta su parte principal, Anejo 3, sus expresiones en 
coordenadas cartesianas son 
ሼߝ଴ሽ ൌ
ە
ۖۖ
ۖۖ
ۖ
۔
ۖۖ
ۖۖ
ۖ
ۓ ߲ݑ߲ݔ
߲ݒ
߲ݕ
߲ݓ
߲ݖ
߲ݑ
߲ݕ ൅
߲ݒ
߲ݔ
߲ݒ
߲ݖ ൅
߲ݓ
߲ݕ
߲ݑ
߲ݖ ൅  
߲ݓ
߲ݔ ۙ
ۖۖ
ۖۖ
ۖ
ۘ
ۖۖ
ۖۖ
ۖ
ۗ
ൌ
ۉ
ۈۈ
ۇ
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0ی
ۋۋ
ۊ
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
ݑ,௫ݑ,௬ݑ,௭ݒ,௫ݒ,௬ݒ,௭ݓ,௫ݓ,௬ݓ,௭ ی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
 . (5.11)
Ahora bien la ecuación (5.8) permite escribir 
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ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
ݑ,௫ݑ,௬ݑ,௭ݒ,௫ݒ,௬ݒ,௭ݓ,௫ݓ,௬ݓ,௭ ی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
ൌ
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
Γଵଵ Γଵଶ Γଵଷ 0 0 0 0 0 0Γଶଵ Γଶଶ Γଶଷ 0 0 0 0 0 0
Γଷଵ Γଷଶ Γଷଷ 0 0 0 0 0 0
0 0 0 Γଵଵ Γଵଶ Γଵଷ 0 0 00 0 0 Γଶଵ Γଶଶ Γଶଷ 0 0 0
0 0 0 Γଷଵ Γଷଶ Γଷଷ 0 0 00 0 0 0 0 0 Γଵଵ Γଵଶ Γଵଷ
0 0 0 0 0 0 Γଶଵ Γଶଶ Γଶଷ0 0 0 0 0 0 Γଷଵ Γଷଶ Γଷଷی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
ݑ,కݑ,ఎݑ,఍ݒ,కݒ,ఎݒ,఍ݓ,కݓ,ఎݓ,఍ی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
ൌ Γ
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
ݑ,కݑ,ఎݑ,఍ݒ,కݒ,ఎݒ,఍ݓ,కݓ,ఎݓ,఍ی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
 , (5.12)
y como según la ecuación (5.6) se tiene 
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
ݑ,కݑ,ఎݑ,఍ݒ,కݒ,ఎݒ,఍ݓ,కݓ,ఎݓ,఍ی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
ൌ  
ۉ
ۈۈ
ۈۈ
ۈۈ
ۈ
ۇ
ଵܰ,క 0 0 ଶܰ,క 0 0 … ଶܰ଴,క 0 0
ଵܰ,ఎ 0 0 ଶܰ,ఎ 0 0 … ଶܰ଴,ఎ 0 0
ଵܰ,఍ 0 0 ଶܰ,఍ 0 0 … ଶܰ଴,఍ 0 0
0 ଵܰ,క 0 0 ଶܰ,క 0 … 0 ଶܰ଴,క 0
0 ଵܰ,ఎ 0 0 ଶܰ,ఎ 0 … 0 ଶܰ଴,ఎ 0
0 ଵܰ,఍ 0 0 ଶܰ,఍ 0 … 0 ଶܰ଴,఍ 0
0 0 ଵܰ,క 0 0 ଶܰ,క … 0 0 ଶܰ଴,క
0 0 ଵܰ,ఎ 0 0 ଶܰ,ఎ … 0 0 ଶܰ଴,ఎ
0 0 ଵܰ,఍ 0 0 ଶܰ,఍ … 0 0 ଶܰ଴,఍ ی
ۋۋ
ۋۋ
ۋۋ
ۋ
ۊ
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
ݑଵݒଵݓଵݑଶݒଶݓଶڭ
ݑଶ଴ݒଶ଴ݓଶ଴ی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
 , (5.13)
con lo que sustituyendo se obtiene  
൛ߝ଴ ൟ ൌ
ۉ
ۈۈ
ۈ
ۇ
ଵܰ,௫ 0 0 ଶܰ,௫ 0 0 … ଶܰ଴,௫ 0 0
0 ଵܰ,௬ 0 0 ଶܰ,௬ 0 … 0 ଶܰ଴,௬ 0
0 0 ଵܰ,௭ 0 0 ଶܰ,௭ … 0 0 ଶܰ଴,௭
ଵܰ,௬ ଵܰ,௫ 0 ଶܰ,௬ ଶܰ,௫ 0 … ଶܰ଴,௬ ଶܰ଴,௫ 0
0 ଵܰ,௭ ଵܰ,௬ 0 ଶܰ,௭ ଶܰ,௬ … 0 ଶܰ଴,௭ ଶܰ଴,௬
ଵܰ,௭ 0 ଵܰ,௫ ଶܰ,௭ 0 ଶܰ,௫ … ଶܰ଴,௭ 0 ଶܰ଴,௫ی
ۋۋ
ۋ
ۊ
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
ݑଵݒଵݓଵݑଶݒଶݓଶڭ
ݑଶ଴ݒଶ଴ݓଶ଴ی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
      
ൌ ܤ଴
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
ݑଵݒଵݓଵݑଶݒଶݓଶڭ
ݑଶ଴ݒଶ଴ݓଶ଴ی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
ൌ ܤ଴ ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ , 
(5.14)
viniendo dadas las derivadas de las funciones de forma respecto de las coordenadas 
cartesianas por la ecuación (5.12). 
Las ecuaciones constitutivas vienen dadas por las Leyes de Hooke generalizadas según 
direcciones ortogonales, en la forma 
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ۉ
ۈۈ
ۇ
σଵσଶσଷτଵଶτଶଷτଵଷی
ۋۋ
ۊ
ൌ Eሺ1 െ μሻሺ1 ൅ μሻሺ1 െ 2μሻ
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
1 μሺ1 െ μሻ
μ
ሺ1 െ μሻ 0 0 0μ
ሺ1 െ μሻ 1
μ
ሺ1 െ μሻ 0 0 0μ
ሺ1 െ μሻ
μ
ሺ1 െ μሻ 1 0 0 0
0 0 0 ሺ1 െ 2μሻ2ሺ1 െ μሻ 0 0
0 0 0 0 ሺ1 െ 2μሻ2ሺ1 െ μሻ 0
0 0 0 0 0 ሺ1 െ 2μሻ2ሺ1 െ μሻی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
ۉ
ۈۈ
ۇ
εଵεଶεଷγଵଶγଶଷγଵଷی
ۋۋ
ۊ
 , (5.15)
en donde E y ߤ son el módulo de Young y el coeficiente de Poisson y ൣߪ௜, ߬௜௝൧ , en cada 
punto del sólido, designan las tensiones normales y tangenciales en la dirección de los ejes 
coordenados. Así mismo se resalta que aunque se utiliza E con doble significado, módulo de 
Young y matriz constitutiva, pero referida a idéntico concepto, es fácil su distinción y no hay 
lugar a confusión. μ es el coeficiente de Poisson. 
5.5. Matriz de masas del elemento de 20 nodos. Matriz consistente y concentrada 
5.5.1. Antecedentes 
Para formular adecuadamente el problema dinámico mediante el MEF, es necesario 
conocer la matriz de masas del elemento. 
En definitiva nosotros debemos resolver una ecuación del tipo: 
                                                            |ܭ െ  ߱ଶܯ| ൌ0                                               (5.16) 
donde K  es la matriz de rigidez lineal o no lineal dependiendo del problema que 
queramos resolver. Si el problema es lineal, las frecuencias obtenidas ࣓ , se corresponden 
con las frecuencias fundamentales de vibración del problema objeto de estudio. 
Evidentemente, si el problema es no lineal tendremos distintas frecuencias en cada 
proceso de carga. 
Tenemos 2 posibilidades para calcular la matriz de masas: la matriz de masas concentrada 
y la consistente.  
 Cuando se toma las mismas funciones de forma para la interpolación de la geometría que 
para discretizar la energía cinética, se tiene la denominada matriz de masas consistente 
del elemento. 
Así, por ejemplo, para un elemento tipo placa de Reissner Mindlin la energía cinética 
vale: 
ܶ ൌ  12 න ߩ݄ ቈݑሶ
ଶ ൅ ݒሶ ଶ ൅ ݓሶ ଶ ൅ ݄
ଶ
12 ቀߠሶ௫
ଶ ൅ ߠሶ௬ଶቁ቉ ܸ݀ ,
 
௏
  (5.17)
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donde T es la Energía cinética y ߠ௫ y ߠ௬ son los giros nodales. Si se deriva la expresión 
anterior, la correspondiente matriz de masas consistente vale: 
݉௜௝ ൌ  න ߩ݄
ۏ
ێێ
ێێ
ێێ
ێ
ۍN୧N୨ 0 0 0 0
0 N୧N୨ 0 0 0
0 0 N୧N୨ 0 0
0 0 0 ݄
ଶN୧N୨
12 0
0 0 0 0 ݄
ଶN୧N୨
12 ے
ۑۑ
ۑۑ
ۑۑ
ۑ
ې
 
௏
ܸ݀ . (5.18)
Tener en cuenta que una de las ventajas de los elementos tridimensionales frente a los 
elementos tipo lamina o placa de Reissner es que no se tiene grados de libertad 
rotacionales, por lo que los cálculos se simplifican bastante.  
5.5.2. Matriz de masas de un elemento lámina 
Para deducir la matriz de masas consistente de un elemento lamina con carácter general, 
se debe tener en cuenta que además de tener 5 grados de libertad por nodo se tiene 
también, que tener presente el efecto de la curvatura.  
La expresión de la energía cinética más general teniendo en cuenta la curvatura tiene por 
expresión, 
T ൌ  12 න ߩ ሬܴԦ
ሶ ଶܸ݀
௏
ൌ න ߩ ሬܴԦሶ ଶߤ݀ܣ
௏
, (5.19)
donde ሬܴԦ es el vector de posición de un punto genérico de la lámina y ߤ es el determinante 
del tensor laminar. Fijémonos que la expresión resultante para la energía cinética es 
mucho más compleja que en elementos tipo placas o como veremos a continuación para 
elementos tridimensionales. Al integrar esta expresión, al depender ߤ   de la curvatura 
media y gaussiana, la matriz de masas dependerá de estas características geométricas y 
del espesor. Además, el vector ሬܴԦ es el vector de posición en la configuración deformada 
por lo que en el desarrollo de la matriz de masas va  implícita la hipótesis cinemática a 
adoptar.  
5.5.3. Matriz de masas del elemento finito serendípito de 20 nodos 
Como hemos comentado, para estudiar las frecuencias transversales del elemento 
estructural en cuestión por el método de los elementos finitos, se debe desarrollar la 
matriz de masas del elemento. En el caso de elementos finitos tridimensionales, la matriz 
de masas consistente adopta la forma:    
݉௘ ൌ න ߩ்ܸܰܰ݀ ൌ න න න ߩ்ܰܰ݀݁ݐሾܬሿܸ݀
ଵ
ିଵ
ଵ
ିଵ
ଵ
ିଵ
 
௏
. (5.20)
Si se desarrolla esta expresión, se obtiene 
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                                             ݉௜௝ ൌ ׬ ׬ ׬ ߩܾܽܿ ூܰ ௃ܰ݀ߦ݀ߟ݀ߞଵିଵ
ଵ
ିଵ
ଵ
ିଵ  
ൌ  ߩܾܽܿ න න න ൭
௜ܰ 0 0
0 ௜ܰ 0
0 0 ௜ܰ
൱ ቌ
௝ܰ 0 0
0 ௝ܰ 0
0 0 ௝ܰ
ቍ ݀ߦ݀ߟ݀ߞ
ଵ
ିଵ
ଵ
ିଵ
ଵ
ିଵ
ൌ 
ൌ  ρabc න න න ቌ
N୧N୨ 0 0
0 N୧N୨ 0
0 0 N୧N୨
ቍ dξdηdζ
ଵ
ିଵ
ଵ
ିଵ
ଵ
ିଵ
, 
(5.21)
con lo que, si particularizamos para el elemento finito serendípito, de 20 nodos la matriz 
de masas consistente (local) es: 
 ݉௘ ൌ
ۉ
ۈۈ
ۈۈ
ۇ
݉ଵଵ ݉ଵଶ ݉ଵଷ ݉ଵସ ݉ଵହ ݉ଵ଺ … ݉ଵଶ଴ ݉ଶଶ ݉ଶଷ ݉ଶସ ݉ଶହ ݉ଶ଺ … ݉ଶଶ଴  ݉ଷଷ ݉ଷସ ݉ଷହ ݉ଷ଺ … ݉ଷଶ଴   ݉ସସ ݉ସହ ݉ସ଺ … ݉ସଶ଴    ݉ହହ ݉ହ଺ … ݉ହଶ଴  ܵݕ݉   ݉଺଺ … ݉଺ଶ଴   … …
   ݉ଶ଴ଶ଴ی
ۋۋ
ۋۋ
ۊ
 . (5.22)
Otra posibilidad al respecto es construir la matriz de masas concentrada. Esta matriz de 
masas es tradicionalmente menos efectiva que la matriz de masas consistente pero más 
eficiente al ser una matriz cuadrada diagonal. Se trata de concentrar la masa del elemento 
uniformemente en los nodos del mismo.   
݉௜௝ ൌ ߩܾܽܿ20 ሺ݅ ൌ ݆ሻ, (5.23)
siendo a ,b y c las dimensiones del elemento finito.  
Se ha optado por una distribución más racional de las masas en los nodos teniendo en 
cuenta la geometría del elemento y la distribución de los nodos en el mismo.  
Si ܮక, ܮఎ ݕ ܮ఍ son las dimensiones del elemento según las coordenadas isoparamétricas 
del elemento, la asignación de superficies y longitudes para el cálculo de volúmenes y 
masas asociadas a los nudos del elemento se pueden deducir teniendo en cuenta las 
figuras siguientes: 
 
Figura 5.3: Distribución de áreas en las capas superior e inferior del elemento de 20 nodos 
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Figura 5.4: Distribución de áreas en la superficie media del elemento de 20 nodos.  
de manera que la distribución de las masas en los nodos no es uniforme sino que se 
realiza teniendo en cuenta consideraciones geométricas y de simetría de la contribución 
de cada nodo a la matriz de masas del elemento.  
5.5.4. Deformaciones en régimen no lineal 
Si para las deformaciones, Anejo 3, se adopta sus expresiones más exactas en 
coordenadas cartesianas dadas por 
ሼࢿ ሽ ൌ
ە
ۖۖ
ۖۖ
ۖ
۔
ۖۖ
ۖۖ
ۖ
ۓ ߲ݑ߲ݔ
߲ݒ
߲ݕ
߲ݓ
߲ݖ
߲ݑ
߲ݕ ൅
߲ݒ
߲ݔ
߲ݒ
߲ݖ ൅
߲ݓ
߲ݕ
߲ݑ
߲ݖ ൅ 
߲ݓ
߲ݔ ۙ
ۖۖ
ۖۖ
ۖ
ۘ
ۖۖ
ۖۖ
ۖ
ۗ
൅ 12
ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۓ ൬߲ݑ߲ݔ൰
ଶ
൅ ൬߲ݒ߲ݔ൰
ଶ
൅ ൬߲ݓ߲ݔ ൰
ଶ
൬߲ݑ߲ݕ൰
ଶ
൅ ൬߲ݒ߲ݕ൰
ଶ
൅ ൬߲ݓ߲ݕ ൰
ଶ
൬߲ݑ߲ݖ൰
ଶ
൅ ൬߲ݒ߲ݖ൰
ଶ
൅ ൬߲ݓ߲ݖ ൰
ଶ
2 ൬߲ݑ߲ݔ ൉
߲ݑ
߲ݕ ൅
߲ݒ
߲ݔ ൉  
߲ݒ
߲ݕ ൅
߲ݓ
߲ݔ ൉
߲ݓ
߲ݕ ൰
2 ൬߲ݑ߲ݕ ൉
߲ݑ
߲ݖ ൅
߲ݒ
߲ݕ ൉  
߲ݒ
߲ݖ ൅
߲ݓ
߲ݕ ൉
߲ݓ
߲ݖ ൰
2 ൬߲ݑ߲ݔ ൉
߲ݑ
߲ݖ ൅
߲ݒ
߲ݔ ൉
߲ݒ
߲ݖ ൅
߲ݓ
߲ݔ ൉
߲ݓ
߲ݖ ൰ۙ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۘ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۗ
 , (5.24)
la primera de estas matrices es la matriz lineal de deformaciones ሼߝ଴ሽ y la segunda es 
conocida como matriz no lineal de deformaciones ሼߝ௅ሽ 
ሼࢿࡸሽ ൌ 12
ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۓ ൬߲ݑ߲ݔ൰
ଶ
൅ ൬߲ݒ߲ݔ൰
ଶ
൅ ൬߲ݓ߲ݔ ൰
ଶ
൬߲ݑ߲ݕ൰
ଶ
൅ ൬߲ݒ߲ݕ൰
ଶ
൅ ൬߲ݓ߲ݕ ൰
ଶ
൬߲ݑ߲ݖ൰
ଶ
൅ ൬߲ݒ߲ݖ൰
ଶ
൅ ൬߲ݓ߲ݖ ൰
ଶ
2 ൬߲ݑ߲ݔ ൉
߲ݑ
߲ݕ ൅
߲ݒ
߲ݔ ൉  
߲ݒ
߲ݕ ൅
߲ݓ
߲ݔ ൉
߲ݓ
߲ݕ ൰
2 ൬߲ݑ߲ݕ ൉
߲ݑ
߲ݖ ൅
߲ݒ
߲ݕ ൉  
߲ݒ
߲ݖ ൅
߲ݓ
߲ݕ ൉
߲ݓ
߲ݖ ൰
2 ൬߲ݑ߲ݔ ൉
߲ݑ
߲ݖ ൅
߲ݒ
߲ݔ ൉
߲ݒ
߲ݖ ൅
߲ݓ
߲ݔ ൉
߲ݓ
߲ݖ ൰ۙ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۘ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۗ
ൌ (5.25)
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ൌ 12
ۉ
ۈۈ
ۈ
ۇ
ݑ,௫ ݒ,௫ ݓ,௫ 0 0 0 0 0 0
0 0 0 ݑ,௬ ݒ,௬ ݓ,௬ 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ݑ,௭ ݒ,௭ ݓ,௭
ݑ,௬ ݒ,௬ ݓ,௬ ݑ,௫ ݒ,௫ ݓ,௫ 0 0 0
0 0 0 ݑ,௭ ݒ,௭ ݓ,௭ ݑ,௬ ݒ,௬ ݓ,௬
ݑ,௭ ݒ,௭ ݓ,௭ 0 0 0 ݑ,௫ ݒ,௫ ݓ,௫ی
ۋۋ
ۋ
ۊ
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
ݑ,௫ݒ,௫ݓ,௫ݑ,௬ݒ,௬ݓ,௬ݑ,௭ݒ,௭ݓ,௭ ی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
 . 
A la primera de estas matrices se le llama A y a la segunda ߴ 
ܣ ൌ
ۉ
ۈۈ
ۈ
ۇ
ݑ,௫ ݒ,௫ ݓ,௫ 0 0 0 0 0 0
0 0 0 ݑ,௬ ݒ,௬ ݓ,௬ 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ݑ,௭ ݒ,௭ ݓ,௭
ݑ,௬ ݒ,௬ ݓ,௬ ݑ,௫ ݒ,௫ ݓ,௫ 0 0 0
0 0 0 ݑ,௭ ݒ,௭ ݓ,௭ ݑ,௬ ݒ,௬ ݓ,௬
ݑ,௭ ݒ,௭ ݓ,௭ 0 0 0 ݑ,௫ ݒ,௫ ݓ,௫ی
ۋۋ
ۋ
ۊ
 ; ߴ ൌ
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
ݑ,௫ݒ,௫ݓ,௫ݑ,௬ݒ,௬ݓ,௬ݑ,௭ݒ,௭ݓ,௭ ی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
 , (5.26)
con lo que ሼߝ௅ሽ ൌ ଵଶ ܣߴ. Por tanto queda  
ሼߝ ሽ ൌ ܤ଴ሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ ൅ 12 ܣߴ . (5.27)
5.6. Equilibrio de un elemento finito   
Si se considera una variación en los corrimientos de los nodos, compatibles con los 
enlaces, y por lo tanto de los nodos de los elementos, que se designará por ߜdelemento, 
provocará una variación en las tensiones y una variación en las deformaciones. Aplíquese 
ahora el Tteorema de los trabajos virtuales (T.T.V) al estudio del equilibrio de un 
elemento. El trabajo de las fuerzas exteriores viene dado por 
ிܶ.௘௫௧ ൌ ෍ ݀௜݌௜
ଵ ௔ ଷ ሺ௡º ௗ௘ ௡௢ௗ௢௦ሻ
, (5.28)
y si corrimientos y cargas de los nodos del elemento se ordenan, como es usual, en forma 
matricial 
ሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ ൌ ൞
݀ଵ
݀ଶ
ڭ
݀ଶ଴
ൢ  ; ሼ݌௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ ൌ
ە
۔
ۓ ݌ଵ݌ଶ
ڭ
݌ଶ଴ۙ
ۘ
ۗ
, (5.29)
con  
൫݀௡௢ௗ௢ ௜൯்=൫݀௫௜ ݀௬௜ ݀௭௜൯ 
൫݌௡௢ௗ௢ ௜൯்=൫݌௫௜ ݌௬௜ ݌௭௜൯ , 
(5.30)
se obtiene 
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ிܶ.௘௫௧ ൌ ߜ݀௘௟௘௠௘௡௧௢்݌௘௟௘௠௘௡௧௢ . (5.31)
El trabajo virtual de deformación en función de tensiones y deformaciones se expresa por 
ௗܶ௘௙ ൌ ම ߜߝ்ߪ݀ݒ
௩௢௟௨௠௘௡
. (5.32)
La variación de las deformaciones se obtiene de la ecuación (5.14) mediante 
ߜߝ ൌ ߜ ൜ܤ଴ሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ ൅ 12 ܣߴൠ ൌ ܤ଴ሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ ൅
1
2 ߜܣߴ ൅
1
2 ܣߜߴ . (5.33)
Ahora bien, en la ecuación (5.13) fácilmente se puede comprobar que ߜܣߴ ൌ ܣߜߴ con lo 
que la variación de las deformaciones queda 
ߜߝ ൌ ܤ଴ሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ ൅ ܣߜߴ . (5.34)
De la consideración de la ecuación (5.12) se escribe 
ߜߴ ൌ ߜ
ۉ
ۈۈ
ۈۈ
ۈ
ۇ
ݑ,௫ݒ,௫ݓ,௫ݑ,௬ݒ,௬ݓ,௬ݑ,௭ݒ,௭ݓ,௭ ی
ۋۋ
ۋۋ
ۋ
ۊ
ൌ
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
߁ଵଵ ߁ଵଶ ߁ଵଷ 0 0 0 0 0 0
0 0 0 ߁ଵଵ ߁ଵଶ ߁ଵଷ 0 0 00 0 0 0 0 0 ߁ଵଵ ߁ଵଶ ߁ଵଷ߁ଶଵ ߁ଶଶ ߁ଶଷ 0 0 0 0 0 00 0 0 ߁ଶଵ ߁ଶଶ ߁ଶଷ 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ߁ଶଵ ߁ଶଶ ߁ଶଷ߁ଷଵ ߁ଷଶ ߁ଷଷ 0 0 0 0 0 0
0 0 0 ߁ଷଵ ߁ଷଶ ߁ଷଷ 0 0 00 0 0 0 0 0 ߁ଷଵ ߁ଷଶ ߁ଷଷی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
· ߜ ·
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
ݑ,కݑ,ఎݑ,఍ݒ,కݒ,ఎݒ,఍ݓ,కݓ,௬ߟݓ,఍ ی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
 , (5.35)
y como de la ecuación (5.13) se tiene 
ߜ
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
ݑ,కݑ,ఎݑ,఍ݒ,కݒ,ఎݒ,఍ݓ,కݓ,ߟݓ,఍ ی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
ൌ
ۉ
ۈۈ
ۈۈ
ۈۈ
ۈ
ۇ
ଵܰ,క 0 0 ଶܰ,క 0 0 … ଶܰ଴,క 0 0
ଵܰ,ఎ 0 0 ଶܰ,ఎ 0 0 … ଶܰ଴,ఎ 0 0
ଵܰ,఍ 0 0 ଶܰ,఍ 0 0 … ଶܰ଴,఍ 0 0
0 ଵܰ,క 0 0 ଶܰ,క 0 … 0 ଶܰ଴,క 0
0 ଵܰ,ఎ 0 0 ଶܰ,ఎ 0 … 0 ଶܰ଴,ఎ 0
0 ଵܰ,఍ 0 0 ଶܰ,఍ 0 … 0 ଶܰ଴,఍ 0
0 0 ଵܰ,క 0 0 ଶܰ,క … 0 0 ଶܰ଴,క
0 0 ଵܰ,ఎ 0 0 ଶܰ,ఎ … 0 0 ଶܰ଴,ఎ
0 0 ଵܰ,఍ 0 0 ଶܰ,఍ … 0 0 ଶܰ଴,఍ ی
ۋۋ
ۋۋ
ۋۋ
ۋ
ۊ
ߜ
ۉ
ۈۈ
ۈۈ
ۈ
ۇ
ݑଵݒଵݓଵݑଶݒଶݓଶڭݑଶ଴ݒଶ଴ݓଶ଴ی
ۋۋ
ۋۋ
ۋ
ۊ
 , (5.36)
sustituyendo queda 
ߜߴ ൌ ܩߜ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ , (5.37)
siendo G 
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ܩ ൌ
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
ଵܰ,௫ 0 0 ଶܰ,௫ 0 0 … ଶܰ଴,௫ 0 0
0 ଵܰ,௫ 0 0 ଶܰ,௫ 0 … 0 ଶܰ଴,௫ 0
0 0 ଵܰ,௫ 0 0 ଶܰ,௫ … 0 0 ଶܰ଴,௫
ଵܰ,௬ 0 0 ଶܰ,௬ 0 0 … ଶܰ଴,௬ 0 0
0 ଵܰ,௬ 0 0 ଶܰ,௬ 0 … 0 ଶܰ଴,௬ 0
0 0 ଵܰ,௬ 0 0 ଶܰ,௬ … 0 0 ଶܰ଴,௬
ଵܰ,௭ 0 0 ଶܰ,௭ 0 0 … ଶܰ଴,௭ 0 0
0 ଵܰ,௭ 0 0 ଶܰ,௭ 0 … 0 ଶܰ଴,௭ 0
0 0 ଵܰ,௭ 0 0 ଶܰ,௭ … 0 0 ଶܰ଴,௭ ی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
 . (5.38)
En definitiva se obtiene 
ߜߝ ൌ ܤ଴ · ߜሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ ൅ ܣ · ܩ · ߜሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ , (5.39)
que sustituida a su vez en la ecuación (5.16) da 
ௗܶ௘௙ ൌ ම ߜߝ்ߪ݀ݒ ൌ ߜሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ்
௩௢௟௨௠௘௡
ම ሺܤ்଴ ൅ ܩ்ܣ்ሻ
௩௢௟௨௠௘௡
ߪ݀ݒ , (5.40)  
en donde se ha tenido en cuenta que ߜሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽes independiente de la integración. 
Igualando los trabajos dados por las ecuaciones (5.31) y (5.40) se obtiene  
ߜ݀௘௟௘௠௘௡௧௢்݌௘௟௘௠௘௡௧௢ ൌ ߜሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ் ම ሺܤ்଴ ൅ ܩ்ܣ்ሻ
௩௢௟௨௠௘௡
ߪ݀ݒ , (5.41)
y como quiera que la igualdad debe verificarse para cualquier movimiento virtual, queda 
݌௘௟௘௠௘௡௧௢ ൌ ම ሺܤ଴் ൅ ܩ்ܣ்ሻߪ݀ݒ .௏  (5.42)
A la matriz ܩ்ܣ் se la designa por ܤ்௡௟= ܩ்ܣ்con lo que la ecuación (5.42) se escribe 
݌௘௟௘௠௘௡௧௢ ൌ ම ሺܤ଴் ൅ ܤ்௡௟ሻߪ݀ݒ௏ . (5.43)
Ahora bien, según (5.27) se obtiene 
ම ሺܤ଴் ൅  ܤ்௡௟ሻߪ݀ݒ 
 
௏
ൌ ම ሺܤ଴் ൅ ܤ்௡௟ሻ · ܧ · ߝ݀ݒ
 
௏
ൌ ම ൤ሺܤ଴் ൅  ܤ்௡௟ሻܧሺܤ଴ሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ ൅ 12 ܣߴሻ൨ ݀ݒ ൌ 
 
௏
 
ම ൤ሺܤ଴் ൅  ܤ்௡௟ሻܧሺܤ଴ሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ ൅ 12 ܣܩሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽሻ൨ ݀ݒ 
 
௏
ൌ ම ൤ሺܤ଴் ൅  ܤ்௡௟ሻܧሺܤ଴ ൅ 12 ܣܩሻ݀ݒ൨ ሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ
 
௏
. 
(5.44)
Por tanto queda 
݌௘௟௘௠௘௡௧௢ ൌ ቊම ൤ሺܤ଴் ൅  ܤ்௡௟ሻܧሺܤ଴ ൅ 12 ܣܩሻ݀ݒ൨
 
௏
ቋ ሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ , (5.45)
que se escribe como 
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݌௘௟௘௠௘௡௧௢ ൌ Ψ௘௟௘௠ሺ݀ሻሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ, (5.46)
con 
Ψ௘௟௘௠ሺ݀ሻ ൌ ቊම ൤ሺܤ଴் ൅ ܤ்௡௟ሻܧሺܤ଴ ൅ 12 ܣܩሻ݀ݒ൨௏ ቋ . (5.47)
Obviamente Ψ௘௟௘௠ሺ݀ሻ, a través de las matrices ܤ்௡௟, A y G, depende de las incógnitas 
del problema, a saber: los corrimientos. 
5.7. Equilibrio de la estructura 
Se puede deducir el sistema de ecuaciones de equilibrio de la estructura,  
௘ܲ௦௧ ൌ Ψ௘௦௧ሺܦሻܦ௘௦௧, siendo ௘ܲ௦௧ y ܦ௘௦௧ los vectores carga y desplazamientos de los nodos 
de la estructura, mediante el teorema de los trabajos virtuales. Para ello se toma como 
deformación virtual la propia deformación de la estructura, y se tiene:  
 Trabajo de las fuerzas exteriores: 
· ௘ܶ௫௧ ൌ ሺܦ௘௦௧ሻ்   ௘ܲ௦௧ (5.48)
 Trabajo de deformación de la estructura o trabajo debido a las fuerzas nodales 
interiores  
௙ܶ௨௘௥௭ ௡௢ௗ ௜௡௧௘௥ ൌ ෍ ݀௘௟௘௠்
௘௟௘௠௘௡௧௢௦
Ψ௘௟௘௠ሺ݀௘௟௘௠ሻ݀௘௟௘௠ (5.49)
Tras aplicar las condiciones de compatibilidad, entre corrimientos de los nodos de la 
estructura y los nodos de los elementos, se llega a que el trabajo de las fuerzas nodales 
interiores vale 
௙ܶ௨௘௥௭ ௡௢ௗ ௜௡௧௘௥ ൌ ሺܦ௘௦௧ሻ்Ψ௘௦௧ሺܦሻܦ௘௦௧, (5.50)
y en consecuencia 
௘ܲ௦௧ ൌ Ψ௘௦௧ሺܦሻܦ௘௦௧. (5.51)
Esta ecuación realmente representa un sistema de ecuaciones no lineales en el que los 
coeficientes de las incógnitas, los corrimientos, dependen de las propias incógnitas. Si el 
cálculo se acomete con estas ecuaciones se dice que se realiza el cálculo en régimen no 
lineal. 
Si como es usual para cálculos elementales, para las deformaciones se adopta sólo su 
parte principal, Ψ௘௟௘௠ሺ݀ሻ queda reducida a la conocida como matriz de rigidez del 
elemento ݇௘௟௘௠ 
Ψ௘௟௘௠ ൌ ݇௘௟௘௠ ൌ ቊම ܤ଴் ܧܤ଴݀ݒ௏ ቋ ሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ . (5.52)
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En este caso ݇௘௟௘௠ es independiente de las incógnitas del problema, es decir, de los 
corrimientos de los nodos y tras aplicar las condiciones de compatibilidad, entre 
corrimientos de los nodos de la estructura y los nodos de los elementos, se llega a las 
ecuaciones de equilibrio de la estructura que constituye un sistema de ecuaciones lineales 
que se puede escribir como 
௘ܲ௦௧ ൌ K௘௦௧௥ܦ௘௦௧ . (5.53)
Si el cálculo se acomete con estas últimas ecuaciones se dice que se realiza el cálculo en 
régimen lineal. 
5.8. Expresión de la matriz A 
En la ecuación (5.26) ha quedado definida la matriz A como 
ܣ ൌ
ۉ
ۈۈ
ۈ
ۇ
ݑ,௫ ݒ,௫ ݓ,௫ 0 0 0 0 0 0
0 0 0 ݑ,௬ ݒ,௬ ݓ,௬ 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ݑ,௭ ݒ,௭ ݓ,௭
ݑ,௬ ݒ,௬ ݓ,௬ ݑ,௫ ݒ,௫ ݓ,௫ 0 0 0
0 0 0 ݑ,௭ ݒ,௭ ݓ,௭ ݑ,௬ ݒ,௬ ݓ,௬
ݑ,௭ ݒ,௭ ݓ,௭ 0 0 0 ݑ,௫ ݒ,௫ ݓ,௫ی
ۋۋ
ۋ
ۊ
 . (5.54)
Cada uno de los elementos de la matriz, derivadas de las componentes del corrimiento 
respecto de las coordenadas xi , que se escribe como  ݑ,௫, puede ser expresados en función 
de los corrimientos nodales sin más que tener en cuenta las ecuaciones (5.25) y (5.26), 
mediante 
ݑ௫೔′ ൌ Γ௜௝ሺܰ௞ሻ′఍ೕ · ሺ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሻ௞ (5.55)
5.9-Matriz de rigidez geométrica ሺܓۼ ܍ܔ܍ܕ܍ܖܜܗሻ 
Para terminar de establecer las ecuaciones cargas – movimientos del elemento a partir de 
la ecuación (5.43) se puede utilizar para las tensiones ߪ, como primera alternativa y 
haciendo notar que su uso se aparta algo de la solución “exacta”, la expresión aproximada 
dada por la ecuación constitutiva en la que se toma para las deformaciones su parte 
principal, ecuación (5.27), es decir 
ԡߪԡ ൌ ܧ · ܤ଴ሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ , (5.56)
con lo que sustituyendo en (5.43) queda 
݌௘௟௘௠௘௡௧௢ ൌ ම ሺܤ்଴ ൅ ܤ்௡௟ሻ
 
௩௢௟௨௠௘௡
ߪ݀ݒ ൌ ම ሺܤ்଴ሻ
௩௢௟௨௠௘௡
ߪ݀ݒ ൅ ම ሺܤ்௡௟ሻ
௩௢௟௨௠௘௡
ߪ݀ݒ ൌ 
൥ ම ܤ்଴ · ܧ · ܤ଴
 
௩௢௟௨௠௘௡
݀ݒ൩ ሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ ൅ ම ሺܤ்௡௟ሻ
 
௩௢௟௨௠௘௡
ߪ݀ݒ . 
(5.57) 
La primera de las integrales es la conocida matriz de rigidez de ݇ ௘௟௘௠௘௡௧௢. Para dar forma 
a la segunda integral se sustituye ܤ்௡௟ por su valor 
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ම ܤ்௡௟
௩௢௟௨௠௘௡
ߪ݀ݒ ൌ ම ܩ்ܣ்
௩௢௟௨௠௘௡
ߪ݀ݒ . (5.58)
Ahora bien la matriz ܣ்ߪ vale 
ܣ்ߪ ൌ
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
ݑ,௫ 0 0 ݑ,௬ 0 ݑ,௭
ݒ,௫ 0 0 ݒ,௬ 0 ݒ,௭
ݓ,௫ 0 0 ݓ,௬ 0 ݓ,௭
0 ݑ,௬ 0 ݑ,௫ ݑ,௭ 0
0 ݒ,௬ 0 ݒ,௫ ݒ,௭ 0
0 ݓ,௬ 0 ݓ,௫ ݓ,௭ 0
0 0 ݑ,௭ 0 0 ݑ,௫
0 0 ݒ,௭ 0 0 ݒ,௫
0 0 ݓ,௭ 0 0 ݓ,௫ی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
ۉ
ۈۈ
ۇ
ߪ௫ߪ௬ߪ௭߬௫௬߬௬௭߬௫௭ ی
ۋۋ
ۊ
ൌ
ۉ
ۈۈ
ۈۈ
ۈۈ
ۇ
ݑ,௫ߪ௫ ൅ ݑ,௬߬௫௬ ൅ ݑ,௭߬௫௭
ݒ,௫ߪ௫ ൅ ݒ,௬߬௫௬ ൅ ݒ,௭߬௫௭
ݓ,௫ߪ௫ ൅ ݓ,௬߬௫௬ ൅ ݓ,௭߬௫௭
ݑ,௬ߪ௬ ൅ ݑ,௫߬௫௬ ൅ ݑ,௭߬௬௭
ݒ,௬ߪ௬ ൅ ݑ,௫߬௫௬ ൅ ݒ,௭߬௬௭
ݓ,௬ߪ௬ ൅ ݑ,௫߬௫௬ ൅ ݓ,௭߬௬௭
ݑ,௭ߪ௭ ൅ ݑ,௬߬௬௭ ൅ ݑ,௫߬௫௭
ݒ,௭ߪ௭ ൅ ݒ,௬߬௬௭ ൅ ݒ,௫߬௫௭
ݓ,௭ߪ௭ ൅ ݓ,௬߬௬௭ ൅ ݓ,௫߬௫௭ ی
ۋۋ
ۋۋ
ۋۋ
ۊ
ൌ
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
ߪ௫ ߬௫௬ ߬௫௭ 0 0 0 0 0 0
0 0 0 ߪ௫ ߬௫௬ ߬௫௭ 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ߪ௫ ߬௫௬ ߬௫௭
߬௫௬ ߪ௬ ߬௬௭ 0 0 0 0 0 0
߬௫௬ ߪ௬ ߬௬௭ 0 0 0 0 0 0
0 0 0 ߬௫௬ ߪ௬ ߬௬௭ 0 0 0
߬௫௭ ߬௬௭ ߪ௭ 0 0 0 0 0 0
0 0 0 ߬௫௭ ߬௬௭ ߪ௭ 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ߬௫௭ ߬௬௭ ߪ௭ ی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
ݑ,௫ݑ,௬ݑ,௭ݒ,௫ݒ,௬ݒ,௭ݓ,௫ݓ,௬ݓ,௭ی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
 , 
(5.59)
y si se observa que según (5.12) se cumple 
ܣ்ߪ
ൌ
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
ߪ௫ ߬௫௬ ߬௫௭ 0 0 0 0 0 0
0 0 0 ߪ௫ ߬௫௬ ߬௫௭ 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ߪ௫ ߬௫௬ ߬௫௭
߬௫௬ ߪ௬ ߬௬௭ 0 0 0 0 0 0
߬௫௬ ߪ௬ ߬௬௭ 0 0 0 0 0 0
0 0 0 ߬௫௬ ߪ௬ ߬௬௭ 0 0 0
߬௫௭ ߬௬௭ ߪ௭ 0 0 0 0 0 0
0 0 0 ߬௫௭ ߬௬௭ ߪ௭ 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ߬௫௭ ߬௬௭ ߪ௭ ی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
Γଵଵ Γଵଶ Γଵଷ 0 0 0 0 0 0
Γଶଵ Γଶଶ Γଶଷ 0 0 0 0 0 0Γଷଵ Γଷଶ Γଷଷ 0 0 0 0 0 00 0 0 Γଵଵ Γଵଶ Γଵଷ 0 0 0
0 0 0 Γଶଵ Γଶଶ Γଶଷ 0 0 00 0 0 Γଷଵ Γଷଶ Γଷଷ 0 0 0
0 0 0 0 0 0 Γଵଵ Γଵଶ Γଵଷ0 0 0 0 0 0 Γଶଵ Γଶଶ Γଶଷ0 0 0 0 0 0 Γଷଵ Γଷଶ Γଷଷی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
ݑ,కݑ,ఎݑ,఍ݒ,కݒ,ఎݒ,఍ݓ,కݓ,௬ߟݓ,఍ ی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
ൌ
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
ߪ௫ 0 0 ߬௫௬ 0 0 ߬௫௭ 0 0
0 ߪ௫ 0 0 ߬௫௬ 0 0 ߬௫௭ 0
0 0 ߪ௫ 0 0 ߬௫௬ 0 0 ߬௫௭
߬௫௬ 0 0 ߪ௬ 0 0 ߬௬௭ 0 0
0 ߬௫௬ 0 0 ߪ௬ 0 0 ߬௬௭ 0
0 0 ߬௫௬ 0 0 ߪ௬ 0 0 ߬௬௭
߬௫௭ 0 0 ߬௬௭ 0 0 ߪ௭ 0 0
0 ߬௫௭ 0 0 ߬௬௭ 0 0 ߪ௭ 0
0 0 ߬௫௭ 0 0 ߬௬௭ 0 0 ߪ௭ ی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
Γଵଵ Γଵଶ Γଵଷ 0 0 0 0 0 0
0 0 0 Γଵଵ Γଵଶ Γଵଷ 0 0 0
0 0 0 0 0 0 Γଵଵ Γଵଶ ΓଵଷΓଶଵ Γଶଶ Γଶଷ 0 0 0 0 0 0
0 0 0 Γଶଵ Γଶଶ Γଶଷ 0 0 00 0 0 0 0 0 Γଶଵ Γଶଶ Γଶଷ
Γଷଵ Γଷଶ Γଷଷ 0 0 0 0 0 00 0 0 Γଷଵ Γଷଶ Γଷଷ 0 0 00 0 0 0 0 0 Γଷଵ Γଷଶ Γଷଷی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
ݑ,కݑ,ఎݑ,఍ݒ,కݒ,ఎݒ,఍ݓ,కݓ,௬ߟݓ,఍ ی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
 . 
(5.60) 
 
Pero según la ecuación (5.34) el producto de las dos últimas matrices de la expresión 
anterior vale G·݀௘௟௘௠௘௡௧௢, con lo que se obtiene 
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ܣ்ߪ ൌ
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
ߪ௫ 0 0 ߬௫௬ 0 0 ߬௫௭ 0 0
0 ߪ௫ 0 0 ߬௫௬ 0 0 ߬௫௭ 0
0 0 ߪ௫ 0 0 ߬௫௬ 0 0 ߬௫௭
߬௫௬ 0 0 ߪ௬ 0 0 ߬௬௭ 0 0
0 ߬௫௬ 0 0 ߪ௬ 0 0 ߬௬௭ 0
0 0 ߬௫௬ 0 0 ߪ௬ 0 0 ߬௬௭
߬௫௭ 0 0 ߬௬௭ 0 0 ߪ௭ 0 0
0 ߬௫௭ 0 0 ߬௬௭ 0 0 ߪ௭ 0
0 0 ߬௫௭ 0 0 ߬௬௭ 0 0 ߪ௭ ی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
ܩ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ , (5.61)
y en definitiva      
ම ܤ ் ௡௟ · ߪ݀ݒ ൌ ම ܩ்ܣ்ߪ݀ݒ ൌ
௩௢௟௨௠௘௡
 
௩௢௟௨௠௘௡
ൌ
ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ම ܩ்
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
ߪ௫ 0 0 ߬௫௬ 0 0 ߬௫௭ 0 0
0 ߪ௫ 0 0 ߬௫௬ 0 0 ߬௫௭ 0
0 0 ߪ௫ 0 0 ߬௫௬ 0 0 ߬௫௭
߬௫௬ 0 0 ߪ௬ 0 0 ߬௬௭ 0 0
0 ߬௫௬ 0 0 ߪ௬ 0 0 ߬௬௭ 0
0 0 ߬௫௬ 0 0 ߪ௬ 0 0 ߬௬௭
߬௫௭ 0 0 ߬௫௬ 0 0 ߪ௭ 0 0
0 ߬௫௭ 0 0 ߬௫௬ 0 0 ߪ௭ 0
0 0 ߬௫௭ 0 0 ߬௫௬ 0 0 ߪ௭ ی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
 
௩௢௟௨௠௘௡
ܩ݀ݒ
ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې
ߜ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ . 
(5.62)
Esta expresión integral se denomina matriz de rigidez geométrica, kN 
݇ே ൌ
ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ම ܩ்
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
ߪ௫ 0 0 ߬௫௬ 0 0 ߬௫௭ 0 0
0 ߪ௫ 0 0 ߬௫௬ 0 0 ߬௫௭ 0
0 0 ߪ௫ 0 0 ߬௫௬ 0 0 ߬௫௭
߬௫௬ 0 0 ߪ௬ 0 0 ߬௬௭ 0 0
0 ߬௫௬ 0 0 ߪ௬ 0 0 ߬௬௭ 0
0 0 ߬௫௬ 0 0 ߪ௬ 0 0 ߬௬௭
߬௫௭ 0 0 ߬௫௬ 0 0 ߪ௭ 0 0
0 ߬௫௭ 0 0 ߬௫௬ 0 0 ߪ௭ 0
0 0 ߬௫௭ 0 0 ߬௫௬ 0 0 ߪ௭ ی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
 
௩௢௟௨௠௘௡
ܩ݀ݒ
ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې
 (5.63)
Es proporcional a los valores de las tensiones y se pone de manifiesto cuando se plantea 
el equilibrio del elemento en la geometría deformada. 
Por tanto, la expresión (5.46) puede escribirse como  
݌௘௟௘௠௘௡௧௢ ൌ ሾ݇௘௟௘௠௘௡௧௢ ൅ ݇ே ௘௟௘௠௘௡௧௢ሿ · ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ ൌ ത݇௘௟௘௠௘௡௧௢ · ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ . (5.64)
Ahora la matriz de rigidez del elemento vale  
ത݇௘௟௘௠௘௡௧௢ ൌ ሾ݇௘௟௘௠௘௡௧௢ ൅ ݇ே ௘௟௘௠௘௡௧௢ሿ (5.65)
y la matriz de rigidez geométrica o componente geométrica de la matriz de rigidez se 
obtiene tras considerar que las tensiones son conocidas previamente e integrar. 
Se llama la atención acerca del error que se debe esperar en los cálculos al utilizar la 
matriz aproximada  
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ത݇௘௟௘௠௘௡௧௢ ൌ ሾ݇௘௟௘௠௘௡௧௢ ൅ ݇ே ௘௟௘௠௘௡௧௢ሿ (5.66)
en lugar de la exacta, que no se conoce, puesto que se ha partido de unos valores 
aproximados para ԡߪԡ. 
5.10. Matriz de rigidez tangente (࢑ഥࢀ ࢋ࢒ࢋ࢓ࢋ࢔࢚࢕)  
En la ecuación (5.51) se aprecia que los coeficientes de las incógnitas en el segundo 
miembro depende de las propias incógnitas a determinar, los corrimientos D, y que por 
tantoel cálculo de la estructura mediante la ecuación 
௘ܲ௦௧ ൌ ߰௘௦௧ ௘ܲ௦௧ሺܦሻܦ௘௦௧,  (5.67)
que se reescribe como 
௘ܲ௦௧ ൌ Φ௘௦௧ሺܦሻ (5.68)
es no lineal. 
Una forma de plantear la resolución de dicha ecuación consiste en aplicar para su 
resolución, por ejemplo, alguno de los métodos incluidos en el Anejo 5. 
En aplicación de ellos se debe calcular ߜΦሺܦሻ, tomando, como es usual, la variación por 
el incremento y para ello se obtiene 
ߜ݌௘௟௘௠௘௡௧௢ ൌ ߜ ම ൉ ሺܤ଴் ൅
௩௢௟௨௠௘௡
ܤ்௡௟ሻߪ݀ݒ . (5.69)
Teniendo en cuenta que ܤ଴் es una matriz de elementos constantes se tiene 
ߜ݌௘௟௘௠௘௡௧௢ ൌ ම ߜܤ்௡௟
 
௩௢௟௨௠௘௡
ߪ݀ݒ ൅ ම ൉ ሺܤ଴் ൅
௩௢௟௨௠௘௡
ܤ்௡௟ሻߜߪ݀ݒ . (5.70)
Ahora bien ߜߪ vale 
ߜߪ ൌ Πδε ൌ Πሺܤ଴ ൅ ܣ ൉ ܩሻሼߜ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ , (5.71)
que sustituida en (5.70) proporciona 
ߜ݌௘௟௘௠௘௡௧௢ ൌ ම ߜܤ ் ௡௟
 
௩௢௟௨௠௘௡
ߪ݀ݒ ൅ ම ൉ ሺܤ଴் ൅
௩௢௟௨௠௘௡
ܩ் · ܣ்ሻΠሺܤ଴ ൅ ܣ · ܩሻሼߜ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ݀ݒ (5.72)
En virtud de la ecuación (5.62) la primera integral vale 
 Capítulo 5. Formulación, simulación y validación del elemento serendípito de 20 nodos para el estudio de estructuras 
laminares en coordenadas cartesianas 
 
48 
 
ම ߜܤ்௡௟ · ߪ݀ݒ ൌ
 
௩௢௟௨௠௘௡
ൌ
ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ම ܩ்
ۉ
ۈۈ
ۈۈ
ۈۈ
ۈ
ۇ
ߪ௫ 0 0 ߬௫௬ 0 0 ߬௫௭ 0 0
0 ߪ௫ 0 0 ߬௫௬ 0 0 ߬௫௭ 0
0 0 ߪ௫ 0 0 ߬௫௬ 0 0 ߬௫௭
߬௫௬ 0 0 ߪ௬ 0 0 ߬௬௭ 0 0
0 ߬௫௬ 0 0 ߪ௬ 0 0 ߬௬௭ 0
0 0 ߬௫௬ 0 0 ߪ௬ 0 0 ߬௬௭
߬௫௭ 0 0 ߬௫௬ 0 0 ߪ௭ 0 0
0 ߬௫௭ 0 0 ߬௫௬ 0 0 ߪ௭ 0
0 0 ߬௫௭ 0 0 ߬௫௬ 0 0 ߪ௭ ی
ۋۋ
ۋۋ
ۋۋ
ۋ
ۊ
 
௩௢௟௨௠௘௡
ܩ݀ݒ
ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې
ߜ݀௘௟௘௠௘௡௧௢
ൌ ݇ேߜ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ 
(5.73)
La segunda integral vale 
ම ሺܤ଴் ൅ ܩ்ܣ்ሻ ൉ Π ൉ ሺܤ଴ ൅ ܣ ൉ ܩሻሼߜ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽሻ݀ݒ ൌ ම ܤ଴்Πܤ଴
௏
 
௏
ሼߜ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ݀ݒ ൅
 
ම ሺܤ଴் ൉ Π ൉ ܣ ൉ ܩ ൅ ܩ்ܣ் ൉ Π ൉ ܤ଴ ൅ ܩ்ܣ் ൉ Π ൉ ܣ ൉ ܩሻ
 
௏
ሼߜ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ݀ݒ
(5.74)
El primer sumando es la conocida matriz de rigidez de elemento del cálculo lineal 
݇௘௟௘௠௘௡௧௢. El segundo sumando se representa por ݇௚ ௘௟௘௠௘௡௧௢y es denominada matriz de 
rigidez de elemento de grandes corrimientos. Por tanto se puede escribir  
ߜ݌௘௟௘௠௘௡௧௢ ൌ ൫݇ ൅ ݇௚ ൅ ݇ே൯ߜ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ ൌ ܭ் ൉ ߜ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ , (5.75)
siendo ܭܶ la matriz de rigidez tangente de elemento y cuyo valor es  
ത்݇ ௘௟௘௠௘௡௧௢ ൌ ݇ ൅ ݇௚ ൅ ݇ே (5.76)
5.11. Matriz de rigidez tangente de estructura ሺࡷࢀ ࢋ࢙࢚࢛࢘ࢉ࢚ሻ  
Conocida la matriz de rigidez tangente de elemento se procede al proceso de ensamblaje, 
es decir aplicación de las condiciones de equilibrio y compatibilidad entre corrimientos de 
los nodos de la estructura y los nodos de los elementos, y se llega en forma conocida a la 
formación de la matriz de rigidez tangente de estructura. 
5.12. Criterios de agotamiento 
Para ajustarse a la situación real de comportamiento de los sólidos elásticos, en este caso 
las láminas, en que no se puede admitir un comportamiento elástico ilimitado, se adoptan 
dos criterios para considerar que la estructura no ha alcanzado el estado límite de 
agotamiento de su capacidad resistente: 
 1º) Que en todo punto de la lámina las componentes del corrimiento de ese punto 
no alcancen el valor del corrimiento máximo estipulado. Se ha fijado como valor máximo 
el espesor de la lámina. 
 2º) Que no haya dado comienzo la acción inelástica (o comienzo de la aparición de 
deformaciones plásticas) en ningún punto del sólido elástico. Esto ocurrirá cuando, según 
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la Teoría de la energía de deformación propuesta por Beltrami y Haigh, la energía de 
deformación absorbida por unidad de volumen en dicho punto sea igual a la energía de 
deformación absorbida por unidad de volumen cuando el material alcanza la tensión de 
fluencia en el ensayo simple mono-axial (tracción/compresión); es decir en todo punto del 
sólido elástico deberá cumplirse 
Γ௨ ൌ 12ܧ ൣሺߪ
ଶ௫ ൅ ߪଶ௫ ൅ ߪଶ௫ሻ െ 2ߤ൫ߪ௫ · ߪ௬ ൅ ߪ௬ · ߪ௭ ൅ ߪ௫ߪ௭൯൧ ൅ 12ܩ ሺ߬
ଶ௫௬ ൅ ߬ଶ௫௭ ൅ ߬ଶ௬௭ሻ ൑ ߪ
ଶ݂
2ܧ  (5.77)
5.13. Comprobación de la formulación directa de agotamiento 
A fin de mostrar el campo de aplicación de la formulación presentada, a continuación se 
presentan un conjunto de trece casos que cubren la resolución de problemas de cálculo de 
todas las tipologías estructurales al uso (vigas, arcos, placas y láminas) y ello tanto en lo 
que se refiere a cálculos estáticos (sea en régimen lineal y no lineal) como dinámicos. 
En todos los casos se coteja la solución obtenida, bien sea con soluciones teóricas o 
numéricas a priori conocidas o bien, cuando ello no es posible, por comparación con las 
soluciones proporcionadas por otras teorías (Anejo 4). Es obvio, en estos últimos casos, 
que la coincidencia en las soluciones obtenidas, validan a las teorías y/o formulaciones 
que se comparan. 
5.13.1. Viga biapoyada 
Viga biapoyada de 10 m de longitud, sección constante de 0.40·0.40 m2, E·I=5120.00 
T·m2, peso específico (ߛ) 2.4 T/m3, sometida a una carga uniformemente distribuida de 
0.2 T/m. 
 
Figura 5.5: Viga y sección de la viga biapoyada 
Según la solución teórica la flecha en el centro vale 
ݒ௫ ൌ ܮ2 ൌ
5ܲܮସ
384ܧܫ ൌ 0.00508 ݉ , 
y las frecuencias naturales y los modos normales de vibración se ilustran en la Figura 5.6. 
 
Figura 5.6: Frecuencias naturales y Modos de vibración  
En el presente caso la frecuencia fundamental vale 
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ଵ݂ ൌ ߨଶඨ ܧܫ௭ഥ݉ܮସ ൌ ߨ
ଶඨ 51200.0391 · 10ସ ൌ 35.69 ݎܽ݀/ݏ 
Se simula la viga anterior mediante una placa, de las dimensiones de la viga estudiada, 
que se estudia mediante el M.E.F. adoptando una subdivisión de 2 elementos según el eje 
X, 14  según el eje Y y 1 elemento según el eje Z. Las condiciones de contorno a imponer 
han de ser las que verdaderamente reflejan las condiciones de vinculación de la viga, es 
decir: borde en y=0 articulado fijo (u = v = w = 0) y borde en y=10 m con condiciones 
mixtas, a saber de corrimiento nulo según los ejes X-Z y libre según el eje Y (u = w = 0, 
corrimiento v a determinar). Los resultados obtenidos, acordes con los proporcionados 
por las soluciones teóricas, se muestran en las siguientes tablas y gráficos. 
flecha en el centro: ݒ௫ ൌ ܮ2 
frecuencia fundamental:  ଵ݂ ൌ 35.47 ݎܽ݀/ݏ
La simulación y resultados obtenidos son  
 
Figura 5.7: Cargas y condiciones de contorno de la viga biapoyada  
A continuación se presenta en la Tabla 5.1 los corrimientos verticales obtenidos. 
0 0.0012 0.0022 0.0032 0.0040 0.0046 0.0050 0.0051 0.0050 0.0046 0.0040 0.0032 0.0022 0.0012 0 
0 0.0012 0.0022 0.0032 0.0040 0.0046 0.0050 0.0051 0.0050 0.0046 0.0040 0.0032 0.0022 0.0012 0 
0 0.0012 0.0022 0.0032 0.0040 0.0046 0.0050 0.0051 0.0050 0.0046 0.0040 0.0032 0.0022 0.0012 0 
Tabla 5.1: Corrimientos verticales de los nodos del elemento placa (m) 
A continuación en la tabla 5.2 se presenta las diez primeras frecuencias de vibración  
35.4642 50.8227 138.9517 165.5090 296.1650 
343.8979 425.9977 455.3486 581.0646 582.2806 
Tabla 5.2: Diez primeras frecuencias fundamentales de vibración (rad/s) 
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Por último se presenta en la Figura 5.8 el modo de vibración asociado a la primera 
frecuencia fundamental. 
 
Figura 5.8: Corrimientos en régimen estático y dinámico 
5.13.2. Placa cuadrada Tipo1 
Placa cuadrada de 10·10 m de lado, espesor constante de 0.25 m, E=21000000 kN/m2, 
coeficiente de Poisson 0.30, peso específico (ߛ) 24 kN/m3, sometida a una carga 
uniformemente distribuida de 20 kN/m2 y apoyada con condiciones mixtas en sus 4 
bordes. 
 
Figura 5.9: Elemento placa con condiciones de contorno y carga distribuida 
Se estudia la placa anterior mediante el M.E.F con el elemento hexaédrico de 20 nodos, 
adoptando una subdivisión de 10 elementos según el eje X, 10  según el eje Y y 1 
elemento según el eje Z, con las condiciones de contorno especificadas. Los resultados 
obtenidos se muestran en las siguientes figuras y tablas.  
A continuación se presenta en la Tabla 5.3 los corrimientos verticales obtenidos (flecha en el 
centro ݓ௖ ൌ െ0.0271 ݉.). 
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െ0.0183 െ0.0213 െ0.0223 െ0.0213 െ0.0183 
െ0.0213 െ0.0247 െ0.0259 െ0.0247 െ0.0213 
െ0.0223 െ0.0259 െ0.0271 െ0.0259 െ0.0223 
െ0.0213 െ0.0247 െ0.0259 െ0.0247 െ0.0213 
െ0.0183 െ0.0213 െ0.0223 െ0.0213 െ0.0183 
Tabla 5.3: Corrimientos en el entorno del centro (m) 
A continuación en la Tabla 5.4 se presenta las diez primeras frecuencias de vibración   
43.4940 109.1394 109.1394 173.6258 219.9003 
219.9144 282.9022 282.9025 377.4729 377.4732 
Tabla 5.4: Diez primeras frecuencias fundamentales de vibración (rad/s) 
De la tabla anterior se deduce que la primera frecuencia fundamental es de ଵ݂ ൌ
43.494 ݎܽ݀/ݏ. A continuación se muestra el primer modo de vibración asociado. 
 
Figura 5.10: Corrimientos en régimen estático 
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Figura 5.11: Modo de vibración asociado a la frecuencia fundamental 
Si se comparan estos resultados con los obtenidos mediante su solución teórica, así como 
con los numéricos proporcionados como caso particular de lámina en pendiente suave dadas 
en el Anejo 4, se observa que los resultados son idénticos y comparados con los teóricos allí 
expresados, las diferencias en ambos casos están en torno al 0.2 %. 
5.13.3. Placa cuadrada Tipo 1 
Placa cuadrada de 10*10 m de lado, espesor constante de 0.25 m, E=21000000 kN/m2, 
coeficiente de Poisson 0.30, peso específico ሺߛሻ 24 kN/m3, sometida a una carga 
uniformemente distribuida de 20 kN/m2 y empotrada en sus 4 bordes. 
En este caso la flecha en el centro (solución teórica) vale                          
ݒ௖ ൌ 0.00126 ܲܮ
ସ
ܦ ൌ 0.00126
20 · 10ସ
30048 ൌ 0.00834 ݉ 
En el contexto del estudio de la placa mediante el M.E.F con el elemento hexaédrico de 
20 nodos, se adopta una subdivisión de 12 elementos según el eje X y 12 según el eje Y. 
Para acercarse a las condiciones de contorno especificadas (condiciones de 
empotramiento) se toma 1 elementos según el eje Z y se dispone articulaciones fijas en 
todos los nodos de cada una de las caras de borde. Los resultados obtenidos se muestran 
en las siguientes figuras y tablas. 
A continuación se presenta en la Tabla 5.3 los corrimientos verticales obtenidos (flecha en el 
centro ݓ௖ ൌ െ0.082 ݉.).
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െ0.0044 െ0.0056 െ0.0060 െ0.0056 െ0.0044
െ0.0056 െ0.0071 െ0.0076 െ0.0071 െ0.0056
െ0.0060 െ0.0076 െ0.0081 െ0.0076 െ0.0060
െ0.0056 െ0.0071 െ0.0076 െ0.0071 െ0.0056
െ0.0044 െ0.0056 െ0.0060 െ0.0056 െ0.0044
Tabla 5.5: Corrimientos en el entorno del centro (m) 
A continuación en la Tabla 5.6 se presenta las diez primeras frecuencias de vibración   
81.1029 165.4525 165.4525 242.6784 297.1684 
298.6830 369.5533 369.5533 476.6145 476.6145 
Tabla 5.6: Diez primeras frecuencias fundamentales de vibración (rad/s) 
De la tabla anterior se deduce que la primera frecuencia fundamental es de ଵ݂ ൌ
81.1029 ݎܽ݀/ݏ. A continuación se muestra el primer modo de vibración asociado. 
 
Figura 5.12: Corrimientos en régimen estático 
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Figura 5.13: Modo de vibración asociado a la frecuencia fundamental 
Si se compara estos resultados con los teóricos anteriormente expresados se aprecia que la 
diferencia en el valor del corrimiento máximo está en el 1.5 %. 
5.13.4. Lámina cilíndrica circular de planta cuadrada 
Lámina cilíndrica circular de planta cuadrada de 10*10 m de lado y 15m de radio, espesor 
constante de 0.08 m, E=21000000 kN/m2, coeficiente de Poisson 0.30, peso específico (ߛ) 
24 kN/m3, sometida a una carga uniformemente distribuida de 20 kN/m2 y condiciones 
mixtas de apoyo en sus bordes: 
Borde ࢞ ൌ ૙ ฺ ݑ ݈ܾ݅ݎ݁ ݒ ൌ 0 ݓ ൌ 0
Borde ࢞ ൌ ࡸ ฺ ݑ ݈ܾ݅ݎ݁ ݒ ൌ 0 ݓ ൌ 0
Borde ࢟ ൌ ૙ ฺ ݑ ൌ 0 ݒ ݈ܾ݅ݎ݁ ݓ ൌ 0
Borde ࢟ ൌ ࡸ ฺ ݑ ൌ 0 ݒ ݈ܾ݅ݎ݁ ݓ ൌ 0
Tabla 5.7: Condiciones de contorno para lámina cilíndrica circular 
Se estudia la lámina anterior mediante el M.E.F con el elemento hexaédrico de 20 nodos, 
adoptando una subdivisión de 12 elementos según el eje X, 12  según el eje Y y 1 
elemento según el eje Z, con las condiciones de contorno especificadas. Los resultados 
obtenidos se muestran en las siguientes figuras y tablas: 
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A continuación se presenta en la Tabla 5.8 los corrimientos verticales obtenidos (flecha en el 
centro ݓ௖ ൌ െ0.0077 ݉). 
െ 0.0117 െ 0.0126 െ 0.0129 െ 0.0126 െ 0.0117
െ 0.0084 െ 0.0090 െ 0.0092 െ 0.0090 െ 0.0084
െ 0.0071 െ 0.0075 െ0.0077 െ 0.0075 െ 0.0071
െ 0.0084 െ 0.0090 െ 0.0092 െ 0.0090 െ 0.0084
െ 0.0117 െ 0.0126 െ 0.0129 െ 0.0126 െ 0.0117
Tabla 5.8: Corrimientos en el entorno del centro (m) 
A continuación en la Tabla 5.9 se presenta las diez primeras frecuencias de vibración   
53.1866 73.4739 98.5071 110.5725 113.9310 
123.2821 149.3040 160.4372 162.4269 165.1774 
Tabla 5.9: Diez primeras frecuencias fundamentales de vibración (rad/s) 
De la tabla anterior se deduce que la primera frecuencia fundamental es de ଵ݂ ൌ
53.1866 ݎܽ݀/ݏ. A continuación se muestra el primer modo de vibración asociado. 
 
Figura 5.14: Corrimientos en régimen estático 
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Figura 5.15: Modo de vibración asociado a la frecuencia fundamental 
Si se comparan estos resultados con los obtenidos para esta misma lámina resuelta mediante 
la solución teórica para lámina en pendiente suave dada en el Anejo 4, se aprecia que estos 
resultados son totalmente aceptables y acordes con los resultados teóricos. En particular la 
diferencia para la frecuencia fundamental es del 1.5%. 
Al igual que en los otros ejemplos expuestos se podría reducir las diferencias aumentando la 
discretización, no obstante se ve que a todas luces es innecesario. 
5.13.5. Lámina cilíndrica parabólica de planta cuadrada 
Lámina cilíndrica parabólica de planta cuadrada de 10*10 m de lado y flecha en las 
parábolas de los bordes de 0.85 m, espesor constante de 0.08 m, E=21000000 kN/m2, 
coeficiente de Poisson 0.30, peso específico ሺߛሻ 24 kN/m3, sometida a una carga 
uniformemente distribuida de 20 kN/m2 y condiciones mixtas de apoyo en sus bordes: 
Borde ࢞ ൌ ૙ ฺ ݑ ݈ܾ݅ݎ݁ ݒ ൌ 0 ݓ ൌ 0
Borde ࢞ ൌ ࡸ ฺ ݑ ݈ܾ݅ݎ݁ ݒ ൌ 0 ݓ ൌ 0
Borde ࢟ ൌ ૙ ฺ ݑ ൌ 0 ݒ ݈ܾ݅ݎ݁ ݓ ൌ 0
Borde ࢟ ൌ ࡸ ฺ ݑ ൌ 0 ݒ ݈ܾ݅ݎ݁ ݓ ൌ 0
Tabla 5.10: Condiciones de contorno para lámina cilíndrica circular 
Se estudia la lámina anterior mediante el M.E.F con el elemento hexaédrico de 20 nodos, 
adoptando una subdivisión de 12 elementos según el eje X, 12 según el eje Y y 1 
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elemento según el eje Z, con las condiciones de contorno especificadas. Los resultados 
obtenidos se muestran en las siguientes figuras y tablas:  
A continuación se presenta en la Tabla 5.11 los corrimientos verticales obtenidos (flecha en 
el centro ݓ௖ ൌ െ0.0076 ݉). 
െ 0.0129 െ 0.0143 െ 0.0148 െ 0.0143 െ 0.0129
െ 0.0087 െ 0.0096 െ 0.0099 െ 0.0096 െ 0.0087
െ 0.0067 െ 0.0074 െ 0.0076 െ 0.0074 െ 0.0067
െ 0.0087 െ 0.0096 െ 0.0099 െ 0.0096 െ 0.0087
െ 0.0129 െ 0.0143 െ 0.0148 െ 0.0143 െ 0.0129
Tabla 5.11: Corrimientos en el entorno del centro (m) 
A continuación en la Tabla 5.12 se presenta las diez primeras frecuencias de vibración   
52.6302 74.8544 98.2404 111.1026 111.8909 
127.7635 154.2811 160.1856 163.1443 163.8129 
Tabla 5.12: Diez primeras frecuencias fundamentales de vibración (rad/s) 
De la tabla anterior se deduce que la primera frecuencia fundamental es de ଵ݂ ൌ
52.6302 ݎܽ݀/ݏ. A continuación se muestra el primer modo de vibración asociado. 
 
Figura 5.16: Corrimientos en régimen estático 
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Figura 5.17: Modo de vibración asociado a la frecuencia fundamental 
Si se comparar estos resultados con los obtenidos para la lámina precedente, caso 5.13.4, se 
observa, como era de esperar dada la similitud de los dos casos, que estos resultados son 
muy próximos entre sí.  
5.13.6. Paraboloide elíptico de planta cuadrada 
Paraboloide elíptico de planta cuadrada de 10·10 m de lado y flecha en las parábolas de 
los bordes de 0.7 m, espesor constante de 0.08 m, E=21000000 kN/m2, coeficiente de 
Poisson 0.30, peso específico (ߛ) 24 kN/m3, sometida a una carga uniformemente 
distribuida de 20 kN/m2 y condiciones mixtas de apoyo en sus bordes: 
Se toman las mismas condiciones de contorno que en el ejemplo anterior. 
 
Figura 5.18: Paraboloide elíptico y condiciones de contorno 
Se estudia la lámina anterior mediante el M.E.F con el elemento hexaédrico de 20 nodos, 
adoptando una subdivisión de 12 elementos según el eje X, 12 según el eje Y y 1 
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elemento según el eje Z, con las condiciones de contorno especificadas en la Figura 5.18. 
Los resultados obtenidos se muestran en las siguientes figuras y tablas: 
flecha en el centro: ݓ௖ ൌ 0.0041 ݉
frecuencia fundamental (1º modo de vibración) ଵ݂ ൌ 151.07 ݎܽ݀/ݏ
Tabla 5.13: Corrimiento vertical en el centro y primera frecuencia fundamental 
A continuación se presentan los corrimientos en régimen estático y los corrimientos 
asociados al primer modo de vibración. 
 
Figura 5.19: Corrimientos en régimen estático del paraboloide elíptico 
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Figura 5.20: Modo de vibración asociado a la frecuencia fundamental 
Si se compara estos resultados con los obtenidos para esta misma lámina resuelta mediante 
la solución teórica para lámina en pendiente suave dada en el Anejo 4,  se observa que las 
diferencias en ambos casos están en torno al 7 %, y aunque se podría reducir las diferencias 
aumentando la discretización, se consider que estos resultados son totalmente aceptables y 
acordes con los resultados teóricos. 
5.13.7. Paraboloide elíptico de planta cuadrada  
Paraboloide elíptico de planta cuadrada de 10*10 m de lado y flecha en las parábolas de 
los bordes de 0.7 m, espesor constante de 0.08 m, E=21000000 kN/m2, coeficiente de 
Poisson 0.30, peso específico ሺߛሻ 24 kN/m3, sometida a una carga puntual de 2000 kN y 
condiciones mixtas de apoyo en sus bordes. Ver ejemplo 5.13.5. 
Se estudia la lámina anterior mediante el M.E.F con el elemento hexaédrico de 20 nodos, 
adoptando una subdivisión de 12 elementos según el eje X, 12 según el eje Y y 1 
elemento según el eje Z, con las condiciones de contorno especificadas. Los resultados 
obtenidos se muestran en las siguientes figuras y tablas. 
flecha en el centro: ݓ௖ ൌ 0.0913 ݉
Tabla 5.14: Corrimiento vertical en el centro  
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Figura 5.21: Corrimientos en régimen estático del paraboloide elíptico 
5.13.8. Paraboloide hiperbólico de bordes curvos Tipo 1 
Paraboloide hiperbólico de bordes curvos (Hipar) de planta cuadrada de 1*1 m de lado, 
espesor constante de 0.01 m, radios de curvatura iguales y de signo contrario de valor 
R=2 m, E=10.92*106 N/m2, coeficiente de Poisson 0.30, densidad (ߩ) 100 kg/m3, 
sometida a una carga uniformemente distribuida de 20 kN/m2 y condiciones mixtas de 
apoyo como en los ejemplos anteriores.  
 
Figura 5.22: Paraboloide hiperbólico y condiciones de contorno 
Se estudia la lámina anterior mediante el M.E.F con el elemento hexaédrico de 20 nodos, 
adoptando una subdivisión de 12 elementos según el eje X, 12 según el eje Y y 1 
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elemento según el eje Z, con las condiciones de contorno especificadas. Los resultados 
obtenidos se muestran en las siguientes figuras y tablas. 
flecha en el centro: ݓ௖ ൌ 0.0816 ݉
frecuencia fundamental (1º modo de vibración) ଵ݂ ൌ 19.656 ݎܽ݀/ݏ
Tabla 5.15: Corrimiento vertical en el centro y primera frecuencia fundamental 
A continuación se presentan los corrimientos en régimen estático y los corrimientos 
asociados al primer modo de vibración. 
 
Figura 5.23: Corrimientos en régimen estático del paraboloide hiperbólico 
 
Figura 5.24: Modo de vibración asociado a la frecuencia fundamental 
Si se compara estos resultados con los obtenidos para esta misma lámina resuelta mediante 
la solución teórica para lámina en pendiente suave dada en el Anejo 4, se observa que las 
diferencias están en torno al 3.5 % para el corrimiento máximo y 0.85 % para la frecuencia 
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fundamental, por lo que se considera que estos resultados son totalmente aceptables y 
acordes con los resultados teóricos. 
5.13.9. Paraboloide hiperbólico de bordes curvos Tipo 2 
Paraboloide hiperbólico de bordes curvos (Hipar) de planta cuadrada de 1*1 m de lado, 
espesor constante de 0.01 m, radios de curvatura iguales y de signo contrario de valor 
R=2 m, E=10.92*106 N/m2, coeficiente de Poisson 0.30, densidad (  ) 100 kg/m3, 
sometida a una carga uniformemente distribuida de 20 kN/m2 y articulado fijo en las 
cuatro esquinas. 
 
Figura 5.25: Paraboloide hiperbólico articulado en las esquinas  
Este ejemplo constituye un test muy severo, dado el tipo estructural y las condiciones de 
apoyo, y su solución es conocida gracias a los trabajos de Leissa (1993) y Chakravorty 
(1995), que para la frecuencia natural fundamental dan 
Narita-Leissa: ଵ݂ ൌ 17.16 ݎܽ݀/ݏ 
Chakravorty : ଵ݂ ൌ 17.25 ݎܽ݀/ݏ 
Tabla 5.16: Frecuencia fundamental según distintos autores  
En este caso se estudia la lámina mediante el M.E.F con el elemento hexaédrico e 20 
nodos, adoptando una subdivisión de 12 elementos según el eje X,  12  según el eje Y y 1 
elemento según el eje Z, con las condiciones de contorno especificadas. Los resultados 
obtenidos se muestran en las siguientes figuras y tablas.  
flecha en el centro: ݓ௖ ൌ 0.1012 ݉
frecuencia fundamental (1º modo de vibración) ଵ݂ ൌ 17.53 ݎܽ݀/ݏ
Tabla 5.17: Corrimiento vertical en el centro y primera frecuencia fundamental 
Resultados que son totalmente aceptables y acordes con los resultados de referencia 
anteriores y que las diferencias están en torno al 1.5 %.  
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A continuación se presentan los corrimientos en régimen estático. 
 
Figura 5.26: Corrimientos en régimen estático 
5.13.10. Lámina cilíndrica de directriz circular 
Lámina cilíndrica de directriz circular de radio 100 pulg, de planta cuadrada de 20·20 pulg 
de lado y espesor constante de 0.125 pulg, E=450000 lb/ pulg2, coeficiente de Poisson 
0.30, peso específico ሺߛሻ.05625 lb/ pulg3, sometida a una carga uniformemente 
distribuida de 0.16 lb/ pulg2 y empotrada en sus bordes. 
La solución del corrimiento w a este caso es proporcionada por Zienkiewicz (1980), y 
para el centro de la lámina es flecha en el centro: ݓ௖ ൌ െ0.044 ݌ݑ݈݃
 
 
En este caso se estudia la lámina mediante el M.E.F con el elemento hexaédrico e 20 
nodos, adoptando una subdivisión de 10 elementos según el eje X, 10 según el eje Y y 1 
elemento según el eje Z, con las condiciones de contorno especificadas. Los resultados 
obtenidos se muestran en las siguientes figuras y tablas. 
െ0.0293 െ0.0331 െ0.0340 െ0.0331 െ0.0293
െ0.0366 െ0.0419 െ0.0433 െ0.0419 െ0.0366
െ0.0391 െ0.0449 െ0.0465 െ0.0449 െ0.0391
െ0.0366 െ0.0419 െ0.0433 െ0.0419 െ0.0366
െ0.0293 െ0.0331 െ0.0340 െ0.0331 െ0.0293
Tabla 5.18: Corrimientos en el entorno del centro (pulgadas) 
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Resultados que son totalmente aceptables y acordes con los resultados de referencia 
anteriores y que las diferencias están en torno al 5 %. Los resultados obtenidos se muestran 
en la siguiente tabla:
 
flecha en el centro: ݓ௖ ൌ 0.0465 ݌ݑ݈݃
frecuencia fundamental (1º modo de vibración) ଵ݂ ൌ 75.3185 ݎܽ݀/ݏ
Tabla 5.19: Corrimiento vertical en el centro y primera frecuencia fundamental 
 
Figura 5.27: Corrimientos en régimen estático para lámina cilíndrica de directriz circular 
A continuación en la Tabla 5.20 se presenta las diez primeras frecuencias de vibración   
75.3185 80.8445 102.9938 115.0860 130.7323 
148.9330 167.0310 174.4228 210.6932 226.3840 
Tabla 5.20: Diez primeras frecuencias fundamentales de vibración (rad/s) 
De la tabla anterior se deduce que la primera frecuencia fundamental es de ଵ݂ ൌ
75.3185 ݎܽ݀/ݏ. A continuación se muestra el primer modo de vibración asociado.  
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Figura 5.28: Corrimientos asociados al primer modo de vibración 
5.13.11. Cálculo dinámico no lineal de placa cuadrada 
Evolución durante el proceso de carga de la flecha central en una placa cuadrada 
empotrada bajo carga uniforme, ߤ ൌ 0. La solución se puede encontrar en Zienkiewicz 
(2000). 
En este caso se estudia la placa mediante el M.E.F con el elemento hexaédrico e 20 
nodos, realizando un cálculo no lineal en el que se adopta una subdivisión de 10 
elementos según el eje X, 10 según el eje Y y 1 elemento según el eje Z, con las 
condiciones de contorno de empotramiento en los cuatro bordes. Los resultados obtenidos 
se muestran en las siguientes figuras.  
En el gráfico cargas parametrizadas- corrimientos parametrizados se ha superpuesto la 
solución de referencia con la obtenida en nuestro caso y en ella se puede observar una 
coincidencia absoluta.  
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 Figura 5.29: Gráfico de las cargas parametrizadas-corrimientos parametrizados 
Por lo que respecta a la evolución durante el proceso de carga de la frecuencia 
fundamental, así mismo a continuación se muestra como dicha frecuencia fundamental 
aumenta cuasi linealmente, en torno al 20%, desde el valor inicial de 81.10 rad/s (ver caso 
práctico 5.13.3) correspondiente al cálculo con la matriz de rigidez lineal k0 de la 
estructura, siendo el modo de vibración asociado a la frecuencia fundamental el ya 
conocido que se representa a continuación. 
 
Figura 5.30: Modo de vibración asociado ala frecuencia fundamental 
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5.13.12. Arco de directriz parabólica  
Arco de directriz parabólica de 20 m de luz y flecha variable de 2.5, 5 y 10 m, 0.40m de 
ancho y 0.5 m de canto de su sección  transversal, articulado fijo en un extremo y 
simplemente apoyado en el otro, sometido a una carga puntual horizontal de 10 T en el 
extremo apoyado, Datos: E=2400000 T/m2, peso específico (ߛ) 2.4 T/m3, coeficiente de 
Poisson 0.30. 
 
Figura 5.31: Arco de directriz parabólica 
Hasta ahora todos los casos presentados comparten una particularidad, a saber: o bien las 
curvaturas de las geometrías iniciales son nulas, caso de vigas y placas, o son pequeñas 
como son los de los casos presentados de láminas que se conocen como de pendiente 
suave. Como quiera que también se ha de tener en cuenta los arcos (para comprobación) y 
láminas con fuertes curvaturas es por lo que en el presente caso se aborda el caso del arco 
con posibilidad de fuertes curvaturas de las geometrías iniciales. 
Se estima que para que un arco o lámina sea de pendiente suave debe cumplir 
ܮ
2 ൒ 5݂ . 
En el presente caso valores de la flecha f inferiores a 2 m harán al arco de pendiente 
suave. Por tanto las flechas de 2.5, 5 y 10 m lo harán de fuertes curvaturas iniciales. 
La solución del corrimiento del extremo según el eje X (u), se obtiene, cualquiera que sea 
el valor de la curvatura, por el teorema de Castigliano 
ݑ஻ ൌ ൬߲ܧ௘߲ܨ ൰ிୀଵ଴ ൌ ቈ
߲
߲ܨ ቆ
1
2 න
ܯଶథ݀ݔ
ܧܫ௭ ൅
1
2 න
ܰଶ ݀ݔ
ܧܣ ቇ቉ிୀଵ଴
 , 
viniendo dados el momento flector (ܯథ) y el esfuerzo axil (N) por 
ܯథ ൌ ܨ · ݕ  ;  ܰ ൌ ிටଵାቀఴ೑ಽమቁ
మ௫మ
 . 
Aplicada esta expresión a los casos propuestos en el presente problema se tiene  
a) ሺݑ஻ሻ௙ୀଶ,ହ ൌ 0.0682 ݉ 
b) ሺݑ஻ሻ௙ୀହ ൌ 0.2857 ݉ 
c) ሺݑ஻ሻ௙ୀଵ଴ ൌ 1.3265 ݉ 
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Se simula el arco anterior mediante una lámina, de las dimensiones del arco dado, que se 
estudia mediante el M.E.F. adoptando una subdivisión de 16 elementos según el eje X, 1 
según el eje Y y 1 elemento según el eje Z. Los resultados obtenidos se muestran en las 
siguientes figuras y tablas. 
 Para el caso a) 
ሺݑ஻ሻ௙ୀଶ,ହ ൌ 0.0682 ݉
 
െ 0.0039 െ 0.0063 െ 0.0149 െ 0.0218 െ 0.0269 െ 0.0304 െ 0.0327 െ 0.0340 െ 0.0349
െ 0.0039 െ 0.0063 െ 0.0149 െ 0.0218 െ 0.0269 െ 0.0304 െ 0.0327 െ 0.0340 െ 0.0349
െ 0.358 െ 0.0372 െ 0.0395 െ 0.0431 െ 0.0482 െ 0.0552 െ 0.0639 െ 0.0732 െ 0.0372
െ 0.358 െ 0.0372 െ 0.0395 െ 0.0431 െ 0.0482 െ 0.0552 െ 0.0639 െ 0.0732 െ 0.0372
 Tabla 5.21: Corrimientos caso a) 
A continuación se presentan los corrimientos del arco en régimen estático 
 
Figura 5.32: Corrimientos del arco en régimen estático 
A continuación en la tabla 5.22 se presenta las diez primeras frecuencias de vibración   
3.4776 11.4078 20.9227 46.1476 59.2985 
107.7439 115.8211 189.3402 190.5635 247.2742 
Tabla 5.22: Diez primeras frecuencias fundamentales de vibración (rad/s) 
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De la tabla anterior se deduce que la primera frecuencia fundamental es de ଵ݂ ൌ
3.4776 ݎܽ݀/ݏ. A continuación se muestra el primer modo de vibración asociado.  
 
Figura 5.33: Primer modo de vibración del arco parabólico 
 Para el caso b)  
ሺݑ஻ሻ௙ୀହ ൌ 0.2857 ݉ 
 
െ 0.0065 െ 0.0366 െ 0.0725 െ 0.1002 െ 0.1202 െ 0.1333 െ 0.1409 െ 0.1447 െ 0.1466
െ 0.0065 െ 0.0366 െ 0.0725 െ 0.1002 െ 0.1202 െ 0.1333 െ 0.1409 െ 0.1447 െ 0.1466
െ 0.1486 െ 0.1526 െ 0.1604 െ 0.1739 െ 0.1739 െ 0.1943 െ 0.2226 െ 0.2591 െ 0.3031
െ 0.1486 െ 0.1526 െ 0.1604 െ 0.1739 െ 0.1739 െ 0.1943 െ 0.2226 െ 0.2591 െ 0.3031
 Tabla 5.23: Corrimientos caso b) 
A continuación en la tabla 5.24 se presenta las diez primeras frecuencias de vibración   
3.1764 8.8156 17.2490 38.7044 51.2907 
92.3157 99.3922 163.5271 164.0815 236.3788 
Tabla 5.24: Diez primeras frecuencias fundamentales de vibración (rad/s) 
De la tabla anterior se deduce que la primera frecuencia fundamental es de ଵ݂ ൌ
3.1764 ݎܽ݀/ݏ. A continuación se muestra el primer modo de vibración asociado.  
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Figura 5.34: Corrimientos en régimen estático 
Y el modo de vibración asociado a la frecuencia fundamental es 
 
Figura 5.35: Primer modo de vibración del arco parabólico caso b) 
 Para el caso c): 
ሺݑ஻ሻ௙ୀଵ଴ ൌ 1.3265 ݉ 
 
െ 0.0098 െ 0.1931 െ 0.3583 െ 0.4825 െ 0.5679 െ 0.6208 െ 0.6491 െ 0.6612 െ 0.6656
െ 0.0098 െ 0.1931 െ 0.3583 െ 0.4825 െ 0.5679 െ 0.6208 െ 0.6491 െ 0.6612 െ 0.6656
 Capítulo 5. Formulación, simulación y validación del elemento serendípito de 20 nodos para el estudio de estructuras 
laminares en coordenadas cartesianas 
 
73 
 
െ 0.6703 െ 0.6833 െ 0.7132 െ 0.7682 െ 0.8564 െ 0.9838 െ 1.1531 െ 1.3606  
െ 0.6703 െ 0.6833 െ 0.7132 െ 0.7682 െ 0.8564 െ 0.9838 െ 1.1531 െ 1.3606  
 Tabla 5.25: Corrimientos caso c)    
A continuación en la Tabla 5.26 se presenta las diez primeras frecuencias de vibración:  
2.5772 5.2069 10.7000 27.6960 35.9645 
62.9190 67.8174 112.5884 113.6704 172.4881 
Tabla 5.26: Diez primeras frecuencias fundamentales de vibración (rad/s) 
De la tabla anterior se deduce que la primera frecuencia fundamental es de ଵ݂ ൌ
2.5772 ݎܽ݀/ݏ. A continuación se muestra el primer modo de vibración asociado.  
 
 
Figura 5.36: Corrimientos en régimen estático 
Y el modo de vibración asociado a la frecuencia fundamental es 
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Figura 5.37: Primer modo de vibración del arco parabólico caso c) 
A continuación se resumen los tres casos expuestos anteriormente en forma comparada. 
Los valores del corrimiento horizontal máximo son: 
f solución teórica solución numérica Dif (%) 
૛. ૞ 0.0682 0.0732 7.3 
૞ 0.2857 0.3031 6.09 
૚૙ 1.3265 1.3606 2.5 
Tabla 5.27: Corrimientos horizontales máximos caso a), b) y c)  ሺݑ௠௔௫ሻ 
Resultados que son aceptables y acordes con los resultados teóricos y en los que se aprecia 
que las diferencias son inferiores al 7.5 %. 
5.14. Campo de aplicación de la formulación en coordenadas cartesianas del 
elemento serendípito de 20 nodos 
La gran variedad de problemas presentados lleva a la conclusión de que la formulación 
directa en coordenadas cartesianas proporciona un buen comportamiento en su 
aplicación a cálculos estáticos y dinámicos de vigas, placas, arcos y láminas, en pendiente 
suave y de curvaturas iniciales fuertes, y ello tanto en lo que se refiere a cálculos lineales 
como no lineales. 
No obstante lo anterior, como nuestro propósito es el de confrontar y validar los 
resultados de todos los problemas mostrados y como no para todos ellos se dispone de 
soluciones fiables contrastadas, es por lo que a continuación, Capítulo 6, se presenta una 
formulación alternativa que pueda cubrir este propósito. 
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6. Formulación, simulación y validación del elemento serendípito de 20 nodos para el 
estudio de estructuras laminares  en coordenadas curvilíneas 
6.1. Sistemas de coordenadas y definición de corrimientos 
Supóngase un sistema de referencia global, Figura 6.1, y dos sistemas de referencia 
locales. El sistema global ሼݔ, ݕ, ݖሽ con origen en O es cartesiano ortonormal. El sistema 
local ሼߙଵ, ߙଶ, ߙଷሽ al que le exige que entre ambos sistemas de coordenadas exista 
correspondencia biunívoca, o sea  
ܬ ൌ ߲ሺݔ, ݕ, ݖሻ߲ሺߙଵ, ߙଶ, ߙଷሻ ് 0 (6.1)
es curvilíneo con origen con origen en el punto de estudio y ambos definen deforma única 
la posición de un punto genérico del espacio puntual. 
El sistema ሼߦ, ߟ, ߞሽ es curvilíneo con origen en el centro del paralelepípedo y sólo está 
definido en el interior de cada uno de los elementos finitos 
 
Figura 6.1: Sistemas de coordenadas en el espacio laminar. Sistema curvilíneo tangente a la superficie 
media   
Las componentes de los vectores corrimiento y carga de un punto se expresan en el 
sistema de referencia global mediante 
ሺܦ௡௢ௗ௢ ௜ሻ் ൌ ൫ݑ௫௜ ݑ௬௜ ݑ௭௜൯, 
ሺܲ௡௢ௗ௢ ௜ሻ் ൌ ൫݌௫௜ ݌௬௜ ݌௭௜൯, (6.2)
y en el sistema de coordenadas curvilíneas local ሼߙଵ, ߙଶ, ߙଷሽ por 
ሺ݀௡௢ௗ௢ ௜ሻ் ൌ ൫ݑଵ௜ ݑଶ௜ ݑଷ௜൯, 
ሺ݌௡௢ௗ௢ ௜ሻ் ൌ ൫݌ଵ௜ ݌ଶ௜ ݌ଷ௜൯. (6.3)
El cambio de base de uno a otro sistema de referencia, en las formas indicial y matricial, 
viene dado por 
ݑ௫ೕ ൌ ݑ௜ · ݄௜௝ ؆ ቀݑ௫ೕቁ
் ൌ ሺݑ௜ሻ் · ൫݄௜௝൯ , (6.4)
o en forma matricial explícita 
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ሺݑ௫  ݑ௫  ݑ௫  ሻ ൌ ሺݑଵ ݑଶ ݑଷ ሻ ൭
݄ଵଵ ݄ଵଶ ݄ଵଷ
݄ଶଵ ݄ଶଶ ݄ଶଷ
݄ଷଵ ݄ଷଶ ݄ଷଷ
൱ . (6.5)
Supuesto que las componentes del vector corrimiento de un punto interior genérico del 
elemento en el sistema de coordenadas curvilíneas local ሼߙଵ, ߙଶ, ߙଷሽ, pueden ser 
expresadas en función las componentes del vector corrimiento de los nodos mediante 
ݑ௜ ൌ ෍ ௝ܰ · ݑ௜௝ ,
ଶ଴
ଵ
 (6.6)
donde ݑ௜ designa los corrimientos del punto interior  ሾݑଵ  , ݑଶ  , ݑଷ ሿ, en tanto que con ݑ௜௝ se 
designan los corrimientos de los nodos en ese mismo sistema de coordenadas curvilíneas:   
൫ݑଵଵ, ݑଵଶ, ݑଵଷ, ݑଶଵ, ݑଶଶ, ݑଶଷ, … … , ݑଶ଴ଵ, ݑଶ଴ଶ, ݑଶ଴ଷ൯ . (6.7)
La matriz Jacobiana de cambio de las coordenadas cartesianas xi a las coordenadas 
curvilíneas ߦ௜ es  
ܬ௫క ൌ
ۉ
ۈۈ
ۈ
ۇ
∂x
߲ߦ
∂y
߲ߦ
∂z
߲ߦ
∂x
߲ߟ
∂y
߲ߟ
∂z
߲ߟ
∂x
߲ߞ
∂y
߲ߞ
∂z
߲ߞی
ۋۋ
ۋ
ۊ
ൌ ቌ
,ܺక ,ܻక ,ܼక
,ܺఎ ,ܻఎ ,ܼఎ
,ܺ఍ ,ܻ఍ ,ܼ఍
ቍ ൌ ቌ
ଵܰ,క ଶܰ,క … ଶܰ଴,క
ଵܰ,ఎ ଶܰ,ఎ … ଶܰ଴,ఎ
ଵܰ,఍ ଶܰ,఍ … ଶܰ଴,఍
ቍ · ൮
ଵܺ ଵܻ ܼଵܺଶ ଶܻ ܼଶڭ ڭ ڭ
ܺଶ଴ ଶܻ଴ ܼଶ଴
൲ . (6.8)
La matriz Jacobiana de cambio de las coordenadas cartesianas xi a las coordenadas 
curvilíneas ߙ௜ es  
ܬ௫ఈ ൌ ൭
ݔ,ఈభ ݕ,ఈభ ݖ,ఈభݔ,ఈమ ݕ,ఈమ ݖ,ఈమݔ,ఈయ ݕ,ఈయ ݖ,ఈయ
൱ ൌ ൭
݄ଵଵ ݄ଵଶ ݄ଵଷ
݄ଶଵ ݄ଶଶ ݄ଶଷ
݄ଷଵ ݄ଷଶ ݄ଷଷ
൱ , (6.9)
en donde ijh son las componentes de los vectores naturales en la base ortonormal fija ݁పሬሬԦ. 
La relación entre derivadas de una cierta función ߶ en los sistemas de coordenadas ݔ െ ߦ 
y ݔ െ ߙ vienen dadas por 
ቐ
߶,క
߶,ఎ
߶,఍
ቑ ൌ ܬ௫క ቐ
߶,௫
߶,௬
߶,௭
ቑ   ; ቐ
߶,ఈభ߶,ఈమ߶,ఈయ
ቑ ൌ ܬ௫ఈ ቐ
߶,௫
߶,௬
߶,௭
ቑ , (6.10)
y si se designa Υ ൌ ฮΥ୧୨ฮ ൌ ܬ௫కିଵ  y  Ψ ൌ ฮΨ୧୨ฮ ൌ ܬ௫ఈିଵ, las relaciones inversas dan 
ቐ
߶,௫
߶,௬
߶,௭
ቑ ൌ Υ ቐ
߶,క
߶,ఎ
߶,఍
ቑ ; ቐ
߶,௫
߶,௬
߶,௭
ቑ ൌ Ψ ቐ
߶,ఈభ߶,ఈమ߶,ఈయ
ቑ.  (6.11)
Llamando Π al producto de matrices ܬ௫ఈ · Υ ሺΠ ൌ ܬ௫ఈ · Υሻ se puede escribir 
ቐ
߶,ఈభ߶,ఈమ߶,ఈయ
ቑ ൌ Π ቐ
߶,క
߶,ఎ
߶,఍
ቑ . (6.12)
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6.2. Variación de las deformaciones en coordenadas curvilíneas ortogonales y 
ecuaciones constitutivas 
En el Anejo 3 se encuentra que las expresiones de las deformaciones relativas a 
coordenadas curvilíneas ortogonales ሺߙଵ, ߙଶ, ߙଷሻ, en función de las componentes del vector 
corrimiento ሺݑଵ  , ݑଶ  , ݑଷ ሻ, vienen dadas por la ecuación (A3.61). La variación de las 
deformaciones viene dado por las ecuaciones desde (A3.62) hasta la ecuación (A3.140) 
ߜሼߝҧሽ ൌ ܮ´ߜ ൭
ݑଵ
ݑଶ
ݑଷ
൱ ൅ ܮ´´ ߜ
ۉ
ۈۈ
ۈۈ
ۈۈ
ۈۈ
ۇ
ݑଵ,ఈభ
ݑଵ,ఈమ
ݑଵ,ఈయ
ݑଶ,ఈభ
ݑଶ,ఈమ
ݑଶ,ఈయ
ݑଷ,ఈభ
ݑଷ,ఈమ
ݑଷ,ఈయی
ۋۋ
ۋۋ
ۋۋ
ۋۋ
ۊ
; ߜ
ە
ۖۖ
۔
ۖۖ
ۓ ߝ
ேଵ
ߝேଶ
ߝேଷ
ߛேଵଶ
ߛேଶଷ
ߛேଵଷۙ
ۖۖ
ۘ
ۖۖ
ۗ
ൌ ܮതߜ ൭
ݑଵ
ݑଶ
ݑଷ
൱ ൅ ܮതത ߜ
ۉ
ۈۈ
ۈۈ
ۈۈ
ۈۈ
ۇ
ݑଵ,ఈభ
ݑଵ,ఈమ
ݑଵ,ఈయ
ݑଶ,ఈభ
ݑଶ,ఈమ
ݑଶ,ఈయ
ݑଷ,ఈభ
ݑଷ,ఈమ
ݑଷ,ఈయی
ۋۋ
ۋۋ
ۋۋ
ۋۋ
ۊ
 , (6.13)
con lo que para las deformaciones totales se tiene 
ߜሼߝሽ ൌ ሺܮ´ ൅ ܮതሻߜ ൭
ݑଵ
ݑଶ
ݑଷ
൱ ൅ ൫ܮ´´ ൅ ܮതത൯ߜ
ۉ
ۈۈ
ۈۈ
ۈۈ
ۈۈ
ۇ
ݑଵ,ఈభ
ݑଵ,ఈమ
ݑଵ,ఈయ
ݑଶ,ఈభ
ݑଶ,ఈమ
ݑଶ,ఈయ
ݑଷ,ఈభ
ݑଷ,ఈమ
ݑଷ,ఈయی
ۋۋ
ۋۋ
ۋۋ
ۋۋ
ۊ
 . (6.14)
Ahora bien a partir de la expresión (6.12) se establece 
ߜ
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
ݑ ଵ,ఈభݑ ଵ,ఈమݑ ଵ,ఈయݑ ଶ,ఈభݑ ଶ,ఈమݑ ଶ,ఈయݑ ଷ,ఈభݑ ଷ,ఈమݑ ଷ,ఈయی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
ൌ
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
Πଵଵ Πଵଶ Πଵଷ 0 0 0 0 0 0
Πଶଵ Πଶଶ Πଶଷ 0 0 0 0 0 0Πଷଵ Πଷଶ Πଷଷ 0 0 0 0 0 00 0 0 Πଵଵ Πଵଶ Πଵଷ 0 0 0
0 0 0 Πଶଵ Πଶଶ Πଶଷ 0 0 00 0 0 Πଷଵ Πଷଶ Πଷଷ 0 0 0
0 0 0 0 0 0 Πଵଵ Πଵଶ Πଵଷ0 0 0 0 0 0 Πଶଵ Πଶଶ Πଶଷ0 0 0 0 0 0 Πଷଵ Πଷଶ Πଷଷی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
ۉ
ۈۈ
ۈۈ
ۈ
ۇ
ݑଵ,కݑଵ,ఎݑଵ,఍ݑଶ,కݑଶ,ఎݑଶ,఍ݑଷ,కݑଷ,ఎݑଷ,఍ی
ۋۋ
ۋۋ
ۋ
ۊ
ൌ Πδ
ۉ
ۈۈ
ۈۈ
ۈ
ۇ
ݑଵ,కݑଵ,ఎݑଵ,఍ݑଶ,కݑଶ,ఎݑଶ,఍ݑଷ,కݑଷ,ఎݑଷ,఍ ی
ۋۋ
ۋۋ
ۋ
ۊ
 , (6.15)
y de la ecuación (6.6) que define a los corrimientos 
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൭
ݑଵݑଶݑଷ
൱ ൌ ൭
ଵܰ ଶܰ … ଶܰ଴
ଵܰ ଶܰ … ଶܰ଴
ଵܰ ଶܰ … ଶܰ଴
൱
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
ݑଵଵ
ݑଵଶ
ݑଵଷ
ݑଶଵ
ݑଶଶ
ݑଶଷڭ
ݑଶ଴ଵ
ݑଶ଴ଶ
ݑଶ଴ଵଷی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
ൌ కܰ೔ሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ , (6.16)
Se deduce su variación  
ߜ ൭
ݑଵݑଶݑଷ
൱ ൌ కܰ೔ሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ . (6.17)
Además también de la ecuación (6.6) se puede establecer 
ۉ
ۈۈ
ۈۈ
ۈ
ۇ
ݑଵ,కݑଵ,ఎݑଵ,఍ݑଶ,కݑଶ,ఎݑଶ,఍ݑଷ,కݑଷ,ఎݑଷ,఍ ی
ۋۋ
ۋۋ
ۋ
ۊ
ൌ
ۉ
ۈۈ
ۈۈ
ۈۈ
ۈ
ۇ
ଵܰ,క 0 0 ଶܰ,క 0 0 … ଶܰ଴,క 0 0
ଵܰ,ఎ 0 0 ଶܰ,ఎ 0 0 … ଶܰ଴,ఎ 0 0
ଵܰ,఍ 0 0 ଶܰ,఍ 0 0 … ଶܰ଴,఍ 0 0
0 ଵܰ,క 0 0 ଶܰ,క 0 … 0 ଶܰ଴,క 0
0 ଵܰ,ఎ 0 0 ଶܰ,ఎ 0 … 0 ଶܰ଴,ఎ 0
0 ଵܰ,఍ 0 0 ଶܰ,఍ 0 … 0 ଶܰ଴,఍ 0
0 0 ଵܰ,క 0 0 ଶܰ,క … 0 0 ଶܰ଴,క
0 0 ଵܰ,ఎ 0 0 ଶܰ,ఎ … 0 0 ଶܰ଴,ఎ
0 0 ଵܰ,఍ 0 0 ଶܰ,఍ … 0 0 ଶܰ଴,఍ی
ۋۋ
ۋۋ
ۋۋ
ۋ
ۊ
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
ݑଵଵ
ݑଵଶ
ݑଵଷ
ݑଶଵ
ݑଶଶ
ݑଶଷڭ
ݑଶ଴ଵ
ݑଶ଴ଶ
ݑଶ଴ଵଷی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
 
ൌ కܰ೔ሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ , 
(6.18) 
y por tanto su variación vale 
ߜ
ۉ
ۈۈ
ۈۈ
ۈ
ۇ
ݑଵ,కݑଵ,ఎݑଵ,఍ݑଶ,కݑଶ,ఎݑଶ,఍ݑଷ,కݑଷ,ఎݑଷ,఍ی
ۋۋ
ۋۋ
ۋ
ۊ
= ,ܰక೔ሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ . (6.19) 
Sustituida en la ecuación (6.16) da 
ߜ
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
ݑ ଵ,ఈభݑ ଵ,ఈమݑ ଵ,ఈయݑ ଶ,ఈభݑ ଶ,ఈమݑ ଶ,ఈయݑ ଷ,ఈభݑ ଷ,ఈమݑ ଷ,ఈయی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
ൌ Π෡ߜ
ۉ
ۈۈ
ۈۈ
ۈ
ۇ
ݑଵ,కݑଵ,ఎݑଵ,఍ݑଶ,కݑଶ,ఎݑଶ,఍ݑଷ,కݑଷ,ఎݑଷ,఍ی
ۋۋ
ۋۋ
ۋ
ۊ
ൌ Π෡ ,ܰక೔ߜሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ , (6.20)
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en donde se denomina ,ܰక೔ a la matriz de las funciones de forma, ,ܰక೔ a la matriz en la que 
figuran las derivadas de las funciones de forma y por ߜሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ a la variación de los 
corrimientos en coordenadas locales de los nodos del elemento. 
Sustituyendo (6.19) y (6.20) en la expresión (6.14) de la variación de las deformaciones 
se obtiene 
ߜሼߝሽ ൌ ሺܮᇱ ൅ ܮതሻߜ ൭
ݑଵ
ݑଶ
ݑଷ
൱ ൅ ൫ܮᇱᇱ ൅ ܮതത൯ߜ
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
ݑ ଵ,ఈభݑ ଵ,ఈమݑ ଵ,ఈయݑ ଶ,ఈభݑ ଶ,ఈమݑ ଶ,ఈయݑ ଷ,ఈభݑ ଷ,ఈమݑ ଷ,ఈయی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
ൌ ሺܮᇱ ൅ ܮതሻ ,ܰక೔ ߜሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ ൅
൫ܮᇱᇱ ൅ ܮതത൯Π෡ ,ܰక೔ ߜሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ ൌ ܤߜሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ , 
(6.21)
siendo  
ܤ ൌ ሺܮᇱ ൅ ܮതሻ ,ܰక೔ ൅ ൫ܮᇱᇱ ൅ ܮതത൯Π෡ ,ܰక೔  (6.22)
Si se designa G a la matriz ܩ ൌ Π෡ ,ܰక೔  y ሼݑïሽ y ߴ a las matrices y  
ሼݑïሽ ൌ ൭
ݑଵ
ݑଶ
ݑଷ
൱ ;  ߴ ൌ ቄݑï,ఈೕቅ ൌ
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
ݑ ଵ,ఈభݑ ଵ,ఈమݑ ଵ,ఈయݑ ଶ,ఈభݑ ଶ,ఈమݑ ଶ,ఈయݑ ଷ,ఈభݑ ଷ,ఈమݑ ଷ,ఈయی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
ൌ ܩሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ , (6.23)
la matriz B y la variación de las deformaciones también se pueden escribir en la forma 
ܤ ൌ  ሺܮᇱ ൅ ܮതሻ కܰ೔ ൅ ൫ܮᇱᇱ ൅ ܮതത൯ܩ , 
ߜሼߝሽ ൌ ሺܮᇱ ൅ ܮതሻߜሼݑïሽ ൅ ൫ܮᇱᇱ ൅ ܮതത൯ߜߴ . (6.24)
Las ecuaciones constitutivas vienen dadas por las Leyes de Hooke generalizadas según 
direcciones ortogonales que en forma compacta son 
ߪ ൌ ܧߝ , (6.25)
en donde E y ߤ son el módulo de Young y el coeficiente de Poisson, respectivamente. En 
forma explícita son 
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ۉ
ۈۈ
ۇ
σଵσଶσଷτଵଶτଶଷτଵଷی
ۋۋ
ۊ
ൌ Eሺ1 െ μሻሺ1 ൅ μሻሺ1 െ 2μሻ
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
1 μሺ1 െ μሻ
μ
ሺ1 െ μሻ 0 0 0μ
ሺ1 െ μሻ 1
μ
ሺ1 െ μሻ 0 0 0μ
ሺ1 െ μሻ
μ
ሺ1 െ μሻ 1 0 0 0
0 0 0 ሺ1 െ 2μሻ2ሺ1 െ μሻ 0 0
0 0 0 0 ሺ1 െ 2μሻ2ሺ1 െ μሻ 0
0 0 0 0 0 ሺ1 െ 2μሻ2ሺ1 െ μሻی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
ۉ
ۈۈ
ۇ
εଵεଶεଷγଵଶγଶଷγଵଷی
ۋۋ
ۊ
 
(6.26) 
 
En donde por ൣߪ௜, ߬௜௝൧ en cada punto del sólido se conoce las tensiones normales y 
tangenciales en la dirección de las líneas coordenadas. Así mismo se resalta que aunque se 
utiliza E con doble significado, módulo de Young y matriz constitutiva, pero referida a 
idéntico concepto, es fácil su distinción y no hay lugar a confusión. μ es el coeficiente de 
Poisson. 
6.3. Equilibrio de un elemento finito   
Sea una variación en los corrimientos de los nodos, compatibles con los enlaces, y por lo 
tanto de los nodos de los elementos, que se designa por ߜ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ , ésta provocará una 
variación en las tensiones y una variación en las deformaciones. Si se aplica ahora el 
teorema de los trabajos virtuales (T.T.V) al estudio del equilibrio de un elemento, el 
trabajo de las fuerzas exteriores viene dado por 
ிܶ.௘௫௧ ൌ ෍ ߜ݀௜ · ݌௜
ଵ ௔ ଷ ሺ௡º ௗ௘ ௡௢ௗ௢௦ሻ
, (6.27)
y si los corrimientos y cargas de los nodos del elemento, en el sistema de coordenadas 
curvilíneas local ൫ߙଵ,ߙଶ,ߙଷ,൯ se ordenan, como es usual, en matrices se tiene, 
ߜሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ ൌ ߜ
ۖە
۔
ۖۓ ݀ଵ݀ଶ
ڭ
ڭ
݀ଶ଴ۙۖ
ۘ
ۖۗ
  ሼ ௘ܲ௟௘௠௘௡௧௢ሽ ൌ
ۖە
۔
ۖۓ ݌
ଵ
݌ଶ
ڭ
ڭ
݌ଶ଴ۙۖ
ۘ
ۖۗ , (6.28)
con  
൫݀௡௢ௗ௢ ௜൯் ൌ ሺݑଵ௜ ݑଶ௜ ݑଷ௜ሻ 
൫݌௡௢ௗ௢ ௜൯் ൌ ൫݌ଵ௜ ݌ଶ௜ ݌ଷ௜൯. 
(6.29)
Se obtiene 
ிܶ.௘௫௧ ൌ ߜሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ் · ݌௘௟௘௠௘௡௧௢. (6.30)
El trabajo virtual de deformación en función de tensiones y deformaciones se expresa por 
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ௗܶ௘௙ ൌ ම ߜߝ்ߪ݀ݒ .
௩௢௟௨௠௘௡
 (6.31)
La variación de las deformaciones viene dada mediante (6.21), que sustituida a su vez en 
(6.18) da 
ௗܶ௘௙ ൌ ම ߜߝ்ߪ݀ݒ ൌ
௩௢௟௨௠௘௡
ߜሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ் ම ܤ்ߪ݀ݒ
௩௢௟௨௠௘௡
, (6.32)
en donde se ha tenido en cuenta que ߜ݀௘௟௘௠௘௡௧௢es independiente de la integración. 
Igualando los trabajos dados por (6.17) y (6.22) 
ߜሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ் · ݌௘௟௘௠௘௡௧௢ ൌ ߜሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ் ම ܤ்ߪ݀ݒ
௩௢௟௨௠௘௡
, (6.33)
y como quiera que la igualdad debe verificarse para cualquier movimiento virtual, queda 
݌௘௟௘௠௘௡௧௢ ൌ ම ܤ்ߪ݀ݒ
௩௢௟௨௠௘௡
. (6.34) 
Ecuación matricial que da lugar a 60 ecuaciones de equilibrio que relacionan las fuerzas 
aplicadas en los nodos del elemento con los corrimientos nodales y con sus derivadas, 
pero en las que los términos de los segundos miembros son funciones de productos de 
estas magnitudes y por tanto NO lineales y no tratables directamente para la resolución 
del problema. 
Si al considerar la variación de las deformaciones, la ecuación (6.22), queda con  la parte 
principal de deformaciones longitudinales y deslizamientos, es decir  
ܤ ൌ ሺܮᇱ ൅ ܮതሻ కܰ೔ ൅ ൫ܮᇱᇱ ൅ ܮതത൯Π కܰ೔ ؆ ܮᇱ కܰ೔ ൅ ܮᇱᇱΠ కܰ೔ , (6.35) 
y a esa matriz simplificada se denomina  
ܤ௢ ൌ ܮᇱ కܰ೔ ൅ ܮᇱᇱΠ కܰ೔. (6.36) 
Las deformaciones y tensiones, a través de  las ecuaciones constitutivas (6.26), valen 
ߝ ؆ ߝҧ ൌ ൣܮᇱ కܰ೔ ൅ ܮᇱᇱΠ కܰ೔൧ · ሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ ൌ ܤ௢ሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ 
ߪ ൌ ܧ · ߝ ൌ ܧܤ௢ሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ , (6.37) 
con lo que la ecuación (6.34)  da 
݌௘௟௘௠௘௡௧௢ ൌ ቎ ම ܤ்௢ܧߪܤ௢݀ݒ
௩௢௟௨௠௘௡
቏ · ሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ ൌ ܭ଴ · ሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ , (6.38)
en donde 
 ܭ଴ ൌ ම ܤ்௢ܧߪܤ௢݀ݒ
௩௢௟௨௠௘௡
 (6.39)
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es la matriz de rigidez de elemento para el cálculo lineal. 
La ecuación matricial (6.38) da lugar a 60 ecuaciones de equilibrio lineales que 
relacionan fuerzas aplicadas en los nodos del elemento y corrimientos nodales. 
6.4. Equilibrio de la estructura  
Se puede deducir el sistema de ecuaciones de equilibrio de la estructura, siendo 
௘ܲ௦௧ ݕ ܦ௘௦௧ los vectores carga y desplazamientos de los nodos de la estructura expresados 
en el sistema de referencia global, mediante el teorema de los trabajos virtuales. Para ello 
se toman como deformación virtual la propia deformación de la estructura, y se obtiene: 
‐ Trabajo de las fuerzas exteriores en el sistema de referencia global : 
௘ܶ௫௧= (ܦ௘௦௧)T · ௘ܲ௦௧ 
‐ Trabajo de deformación de la estructura o trabajo debido a las fuerzas nodales 
interiores en el sistema de referencia local ൛ߙଵ,ߙଶ,ߙଷ,ൟ 
௙ܶ௨௘௥௭ ௡௢ௗ ௜௡௧௘௥ ൌ ෍ ݀௘௟௘௠௘௡் · ൥ ම ܤ்ߪ݀ݒ
௩௢௟௨௠௘௡
൩ .
௘௟௘௠௘௡௧௢௦
 (6.40)
Previamente a igualar los trabajos es evidente que se hace necesario expresar esta última 
fórmula en el sistema de referencia global. Para ello se tiene en cuenta que la matriz 
jacobiana ܬ௫ఈ es la que realiza el cambio del sistema de referencia local al sistema de 
referencia global tal que si ݀௜ ݕ ܦ௜ son los desplazamientos del nodo i en las bases local y 
global respectivamente, se cumple ݀௜ ൌ ܬ௫ఈ௜ · ܦ௜ siendo ܬ௫ఈ௜ la matriz jacobiana 
particularizada en el nodo i.  
Si se forma la matriz ܬ௘௟௘௠, formada por las matrices jacobianas en los nodos del 
elemento y matrices nulas de orden 3×3 
ܬ௘௟௘௠ ൌ ൮
ܬ௫ఈଵ Ω ڮ Ω
Ω ڭ ڰ ڭ
ڭ
Ω Ω ڮ ܬ௫ఈଶ଴
൲
଺଴୶଺଴
, (6.41)
y si se designa ሺ݀௘௟௘௠ሻ଺଴୶ଵ ݕ ሺܦ௘௟௘௠ሻ଺଴୶ଵ a los desplazamientos de los nodos en las bases 
local y global respectivamente y se considera que ܬ௘௟௘௠es una matriz ortogonal, se puede 
poner  
݀௘௟௘௠ ൌ ܬ௘௟௘௠ · ܦ௘௟௘௠ (6.42)
y con ello expresar 
௙ܶ௨௘௥௭ ௡௢ௗ ௜௡௧௘௥ ൌ ෍ ܦ௘௟௘௠் · ܬ௘௟௘௠் ൥ ම ܤ்ߪ݀ݒ
௩௢௟௨௠௘௡
൩
௘௟௘௠௘௡௧௢௦
, (6.43)
y en consecuencia igualando la expresión anterior (6.43) al trabajo de las fuerzas 
exteriores se obtiene 
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(ܦ௘௦௧)T · ௘ܲ௦௧=∑ ܦ௘௟௘௠் · ܬ௘௟௘௠்ൣ׮ ܤ்ߪ݀ݒ௩௢௟௨௠௘௡ ൧௘௟௘௠௘௡௧௢௦ . (6.44)
Obviamente esta fórmula, en su forma exacta, representa un sistema de ecuaciones de 
equilibrio que relacionan las fuerzas aplicadas en los nodos de la estructura con los 
corrimientos nodales y con sus derivadas, y en las que los términos de los segundos 
miembros son funciones de productos de estas magnitudes y por tanto NO lineales. Si se 
expresan todas las magnitudes, corrimientos y sus derivadas, en el sistema de referencia 
global, se puede representar este sistema por ௘ܲ௦௧ୀΦ௘௦௧ሺܦ௘௦௧ሻ y utilizar para la obtención 
de su solución por ejemplo el Método de Newton-Raphson. 
 
Figura 6.2: Relación fuerzas aplicadas-corrimientos nodales de la estructura 
6.4.1. Equilibrio de la estructura en régimen lineal 
Si el cálculo deseado es lineal, es decir si al considerar la variación de las deformaciones 
se considera  la parte principal de las deformaciones longitudinales y deslizamientos, la 
fórmula (6.44), teniendo en cuenta la fórmula (6.38), da 
ሺܦ௘௦௧ሻ் · ௘ܲ௦௧ ൌ ෍ ܦ௘௟௘௠் · ܬ௘௟௘௠் ൥ ම ܤ்ߪ݀ݒ
௩௢௟௨௠௘௡
൩
௘௟௘௠௘௡௧௢௦
ൌ ෍ ܦ௘௟௘௠் · ܬ௘௟௘௠் · ݇௘௟௘௠௢
௘௟௘௠௘௡௧௢௦
· ܬ௘௟௘௠ · ܦ௘௟௘௠ . 
(6.45)
Tras aplicar las condiciones de compatibilidad, entre corrimientos de los nodos de la 
estructura y los nodos de los elementos, proceso de ensamblaje,  se llega a 
ሺܦ௘௦௧ሻ் · ௘ܲ௦௧ ൌ ܦ௘௦௧் · ܭ௘௦௧ · ܦ௘௦௧ , (6.46)
y como quiera que la igualdad debe verificarse para cualquier movimiento virtual, queda 
௘ܲ௦௧ ൌ ܭ௘௦௧ · ܦ௘௦௧ (6.47)
6.4.2. Resolución del sistema de equilibrio de la estructura en régimen NO lineal 
En aplicación del método de Newton-Rapson para la resolución del sistema no lineal dado 
por (6.44) y que se representa por 
௘ܲ௦௧ ൌ Φ௘௦௧ · ሺܦ௘௦௧ሻ , (6.48)
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se debe calcular, ver Anejo 4, ߜ ௘ܲ௦௧ ൌ ܭ் ௘௦௧ · ߜܦ௘௦௧, significando con  la variación de la 
magnitud especificada y siendo ܭ் ൌ ቀడ஍డ஽ቁ௡. Así pues diferenciando la ecuación (6.44) 
se obtiene 
ߜሼܦ்௘௦௧ · ௘ܲ௦௧ሽ ൌ ߜ ൝ ෍ ܦ௘௟௘௠் · ܬ௘௟௘௠் ൥ ම ܤ்ߪ݀ݒ
௩௢௟௨௠௘௡
൩
௘௟௘௠௘௡௧௢௦
ൡ
ൌ ෍ ܦ௘௟௘௠் · ܬ௘௟௘௠்ߜ ൥ ම ܤ்ߪ݀ݒ
 
௩௢௟௨௠௘௡
൩
௘௟௘௠௘௡௧௢௦
 . 
(6.49)
Ahora bien en los apartados siguientes se verá que 
ߜ ൥ ම ܤ்ߪ݀ݒ
 
௩௢௟௨௠௘௡
൩
௘௟௘௠
ൌ ்݇ ௘௟௘௠ · ߜ݀௘௟௘௠ ,
 
(6.50)
siendo 
்݇ ௘௟௘௠
 la denominada matriz de rigidez tangente de elemento. Por tanto, se 
obtiene  
ߜሼܦ௘௦௧் · ௘ܲ௦௧ሽ ൌ ෍ ܦ௘௟௘௠் · ܬ௘௟௘௠்
௘௟௘௠௘௡௧௢௦
்݇ ௘௟௘௠ · ߜ݀௘௟௘௠ .
 
(6.51)
Si se expresan los corrimientos en el sistema de referencia global queda 
ߜሼܦ௘௦௧் · ௘ܲ௦௧ሽ ൌ ෍ ܦ௘௟௘௠் · ܬ௘௟௘௠்
௘௟௘௠௘௡௧௢௦
்݇ ௘௟௘௠ · ߜሺܬ௘௟௘௠ · ܦ௘௟௘௠ሻ
ൌ ෍ ܦ௘௟௘௠் · ܬ௘௟௘௠்
௘௟௘௠௘௡௧௢௦
்݇ ௘௟௘௠ · ܬ௘௟௘௠ · ߜܦ௘௟௘௠ .
 
(6.52)
Tras aplicar las condiciones de compatibilidad, entre corrimientos de los nodos de la 
estructura y los nodos de los elementos, proceso de ensamblaje, se llega a 
ܦ௘௦௧் · ߜ ௘ܲ௦௧ ൌ ܦ௘௦௧் ܭ் ௘௦௧ · ߜܦ௘௦௧ , (6.53)
y como quiera que la igualdad debe verificarse para cualquier movimiento virtual, queda 
para la estructura 
ߜ ௘ܲ௦௧ ൌ ܭ் ௘௦௧ · ߜܦ௘௦௧ . (6.54)
6.5. Matriz de rigidez tangente (۹ ഥ ܂ ܍ܔ܍ܕ܍ܖܜܗ) 
En la ecuaciones (6.19) y (6.22) ha quedado establecido el valor de la variación de las 
deformaciones como ߜሼߝሽ ൌ ܤ · ߜሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ con ܤ ൌ ሺܮᇱ ൅ ܮതሻ కܰ೔ ൅ ൫ܮᇱᇱ ൅ ܮതത൯Π కܰ೔. Si 
se tiene en cuenta el valor de la matriz B en régimen lineal ܤ଴ y se llama ܤ௡௟ a ܤ௡௟ ൌ
ܮത కܰ೔ ൅ ܮധΠ ,ܰక೔, se puede escribir 
ߜߝ ൌ ܤ଴ · ߜሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ ൅ ܤ௡௟ · ߜሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ ൌ ሺܤ଴ ൅ ܤ௡௟ሻ · ߜሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ, (6.55)
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con lo que la fórmula (6.34)  se escribe como 
݌ ௘௟௘௠௘௡௧௢ ൌ ම ܤ் · ߪ · ݀ݒ ൌ
 
௩௢௟௨௠௘௡
ම ሺܤ்଴ ൅ ሺܤ௡௟ሻ்ሻ · ߪ · ݀ݒ
௩௢௟௨௠௘௡
. (6.56)
En la que obviamente si ܤ௡௟ es la matriz nula, ܤ௡௟ ൌ Ω, la ecuación (6.56) se reduce a la 
ecuación (6.38).Tomando como es usual  la variación por el incremento y partiendo de la 
ecuación (6.56) se obtiene 
ߜ݌௘௟௘௠௘௡௧௢ ൌ ߜ ቈම ሺܤ଴൅ ܤ௅ሻ்௏ ߪ݀ݒ቉ . (6.57)
Teniendo en cuenta que ܤ்଴ es una matriz de elementos constantes se puede escribir 
ߜ݌௘௟௘௠௘௡௧௢ ൌ ම  ߜሺܤ௡௟ ሻ
 
௏
்
ߪ݀ݒ ൅ ම ሺܤ଴൅ ܤ௅ሻ்ߜߪ݀ݒ௏ . (6.58)
Ahora bien ߜߪ vale 
ߜߪ ൌ ܧ ൉ ߜߝ ൌ ܧሺܤ଴ ൅ ܤ௡௟ሻ ሼߜ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ , (6.59)
que sustituida en (6.58) proporciona la igualdad 
ߜ݌௘௟௘௠௘௡௧௢ ൌ ම ߜሺܤ௡௟ሻ்
 
௩௢௟௨௠௘௡
ߪ݀ݒ ൅ ම ሺܤ଴ ൅ ܤ௡௟ሻ் ൉ ܧ ൉ ሺܤ଴ ൅ ܤ௡௟ሻሼߜ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽሻ݀ݒ
 
௩௢௟௨௠௘௡
 . (6.60)
6.5.1. Cálculo de ׮ ઼ሺ۰ܖܔሻ܂ ܞܗܔܝܕ܍ܖ ો܌ܞ 
Si se sustituye ܤ௡௟ por su valor, ܤ௡௟ ൌ ܮത కܰ೔ ൅ ܮധΠ ,ܰక೔, queda 
ම ߜሺܤ௡௟ሻ்
 
௩௢௟௨௠௘௡
ߪ݀ݒ ൌ ම ߜ
 
௩௢௟௨௠௘௡
൫ܮത కܰ೔ ൅ ܮധΠ ,ܰక೔൯
்ߪ݀ݒ
ൌ ම ߜ
 
௩௢௟௨௠௘௡
൫ ,ܰక೔ ் · ܮത் ൅ ,ܰక೔ ் · Π෡் · ܮധ்൯ߪ݀ݒ . 
(6.61)
Ahora bien dado que ,ܰక೔  ݕ Π෡ son matrices de elementos constantes, 
ߜ൫ ,ܰక೔ ் · ܮത் ൅ ,ܰక೔ ் · Π෡் · ܮധ்൯ߪ = ,ܰక೔ ் · ߜܮത் · ߪ ൅ ,ܰక೔ ் · Π෡் · ߜܮധ் · ߪ (6.62)
y por tanto 
ම ߜሺܤ௡௟ሻ்
 
௩௢௟௨௠௘௡
ߪ݀ݒ ൌ ම ൫ ,ܰక೔ ் · ߜܮത் · ߪ ൅ ,ܰక೔ ் · Π෡் · ߜܮധ் · ߪ൯ߪ݀ݒ
 
௩௢௟௨௠௘௡
 . (6.63)
Ahora bien el producto ߜܮത் · ߪ puede ser expresado mediante 
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                 ߜܮത் · ߪ ൌ ሾܮܶܶܧܰܵሿଷ௫ଷ · ߜ ቌ
ݑଵ
ݑଶ
ݑଷ
ቍ ൅ ሾܮܶܶܧܰܵܧܩሿଷ୶ଽߜ
ۉ
ۈۈ
ۈۈ
ۈۈ
ۈۈ
ۇ
ݑଵ,ఈభ
ݑଵ,ఈమ
ݑଵ,ఈయ
ݑଶ,ఈభ
ݑଶ,ఈమ
ݑଶ,ఈయ
ݑଷ,ఈభ
ݑଷ,ఈమ
ݑଷ,ఈయی
ۋۋ
ۋۋ
ۋۋ
ۋۋ
ۊ
ൌ 
ൌ ൛ሾܮܶܶܧܰܵሿଷ௫ଷ కܰ೔ ൅ ሾܮܶܶܧܰܵܧܩሿଷ௫ଽΠ෡ ,ܰక೔ൟߜሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ 
(6.64)
siendo los valores de los elementos de y ሾܮܶܶܧܰܵܧܩሿଷ௫ଽ los siguientes 
ܮܶܶܧܰܵ11 ൌ 2ߪଵඥ݃ଵଵ
߲ሺ 1ඥ݃ଵଵሻ
߲ߙଵ Γଵଵ
ଵ ൅ ߪଵ4ሺ݃ଵଵሻଷ ൬
߲݃ଵଵ
߲ߙଵ ൰
ଶ
൅ 2ߪଵඥ݃ଵଵ
߲ሺ 1ඥ݃ଵଵሻ
߲ߙଵ Γଵଵ
ଵ
൅ ߪଵሺ݃ଵଵሻଶ ሾሺΓଵଵ
ଵ ሻଶ݃ଵଵ ൅ ሺΓଵଵଵ ሻଶ݃ଶଶ ൅ ሺΓଵଵଷ ሻଶሿ ൅ ߪଶ4ሺ݃ଵଵሻଶ݃ଶଶ ൬
߲݃ଵଵ
߲ߙଶ ൰
ଶ
൅ 2ߪଶඥ݃ଵଵ݃ଶଶ
߲ሺ 1ඥ݃ଵଵሻ
߲ߙଶ Γଵଶ
ଵ ൅ ߪଷΓଵଷଵ Γଵଷଵ ൅ ݃ଵଵߪଷ
ۉ
ۈ
ۇ߲ሺ
1
ඥ݃ଵଵሻ
߲ߙଷ
ی
ۋ
ۊ
ଶ
൅ 4ߪଷඥ݃ଵଵ
߲ሺ 1ඥ݃ଵଵሻ
߲ߙଷ Γଵଷ
ଵ
െ ߬ଵଶ݃ଵଵ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଵଵ
߲ߙଶ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଵ െ
߬ଵଶ
݃ଵଵ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଵଵ
߲ߙଶ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଵ  
(6.65)
ܮܶܶܧܰܵ12 ൌ 2ߪଵ݃ଵଵ
݃ଶଶ
ඥ݃ଵଵ
߲ሺ 1ඥ݃ଶଶሻ
߲ߙଵ ߜݑଶΓଵଵ
ଶ ൅ ߪଵ݃ଵଵඥ݃ଵଵඥ݃ଶଶ
ሾΓଵଵଵ Γଶଵଵ ݃ଵଵ ൅ Γଵଵଶ Γଶଵଶ ݃ଶଶ ൅ Γଵଵଷ Γଶଵଷ ሿ
൅ 2ߪଵඥ݃ଶଶ
߲ሺ 1ඥ݃ଵଵሻ
߲ߙଵ Γଶଵ
ଵ ൅ 2ߪଶඥ݃ଵଵ
߲ሺ 1ඥ݃ଶଶሻ
߲ߙଶ Γଵଶ
ଶ
൅ ߪଶ2݃ଶଶඥ݃ଵଵඥ݃ଶଶ
ߜݑଶሾሺΓଵଶଵ ሻଶ݃ଵଵ ൅ ሺΓଵଶଶ ሻଶ݃ଶଶ ൅ ሺΓଵଶଷ ሻଶ ൅ Γଶଶଵ Γଵଶଵ ݃ଵଵ ൅ Γଶଶଶ Γଵଶଶ ݃ଶଶ
൅ Γଶଶଷ Γଵଶଷ ሿ ൅ 2ߪଶ݃ଵଵ݃ଶଶඥ݃ଶଶ
߲ሺ 1ඥ݃ଵଵሻ
߲ߙଶ Γଶଶ
ଵ ൅ ߬ଵଶඥ݃ଵଵ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଵଵ
߲ߙଷ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଷ  
(6.66)
ܮܶܶܧܰܵ13 ൌ ߪଵ݃ଵଵඥ݃ଵଵ
ሾΓଵଵଵ Γଷଵଵ ݃ଵଵሿ ൅ 2ߪଵ
߲ሺ 1ඥ݃ଵଵሻ
߲ߙଵ Γଷଶ
ଵ ൅ ߪଶඥ݃ଵଵ
ሾΓଵଶଶ Γଷଶଶ ሿ െ ߬ଵଶ݃ଶଶඥ݃ଵଵ
߲ඥ݃ଵଵ
߲ߙଶ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଷ  
(6.67)
 
ܮܶܶܧܰܵ21 ൌ ߪଵ4ሺ ଵ݃ଵሻଷ ൬
߲ ଵ݃ଵ
߲ߙଶ ൰
ଶ
൅ 4ߪଵඥ݃ଵଵ
߲ሺ 1ඥ ଵ݃ଵሻ
߲ߙଶ Γଵଶ
ଵ ൅ 2ߪଶඥ݃ଵଵ
߲ሺ 1ඥ݃ଶଶሻ
߲ߙଶ Γଵଶ
ଶ
൅ 2ߪଶ ଵ݃ଵ݃ଶଶඥ݃ଶଶ
߲ሺ 1ඥ ଵ݃ଵሻ
߲ߙଶ Γଶଶ
ଵ ൅ ߬ଵଶඥ ଵ݃ଵ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଷ
߲ඥ ଵ݃ଵ
߲ߙଷ  
(6.68)
ܮܶܶܧܰܵ22 ൌ
ఙభ
ଶሺ௚భభሻయ  
డ௚భభ
డఈమ ൅
ଶఙభ
௚భభ Γଵଶ
ଵ ൅ ଶఙభ௚మమ௚భభ√௚భభ
డሺ భඥ೒మమሻ
డఈమ Γଵଶ
ଶ ൅ ଶఙభ√௚మమ
డሺ భඥ೒భభሻ
డఈమ Γଶଶ
ଵ + ఙభଶ௚భభ√௚మమ√௚భభ ߜݑଶሾሺΓଵଶ
ଵ ሻଶ ଵ݃ଵ ൅
(6.69)
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ሺΓଵଶଶ ሻଶ݃ଶଶ ൅ ሺΓଵଶଷ ሻଶ ൅ Γଶଶଵ Γଵଶଵ ଵ݃ଵ ൅ Γଶଶଶ Γଵଶଶ ݃ଶଶ ൅ Γଶଶଷ Γଵଶଷ ሿ ൅ ఙమସሺ௚మమሻయ ቀ
డ௚మమ
డఈమ ቁ
ଶ ൅ ସఙమ√௚మమ
డሺ భඥ೒మమሻ
డఈమ Γଶଶ
ଶ ൅
ఙమ
ሺ௚మమሻమ ሾሺΓଶଶ
ଵ ሻଶ ଵ݃ଵ ൅ ሺΓଶଶଶ ሻଶ݃ଶଶ ൅ ሺΓଶଶଷ ሻଶሿ ൅ ߪଷ݃ଶଶ ൭
డሺ భඥ೒మమሻ
డఈయ ൱
ଶ
൅ 4 ߪଷඥ݃ଶଶ  
డሺ భඥ೒మమሻ
డఈయ Γଶଷ
ଶ ൅ ߪଷሺΓଶଷଶ ሻଶ െ
ଶఛభమ
௚మమ௚భభ
డ√௚మమ
డఈభ
డ√௚భభ
డఈమ  
ܮܶܶܧܰܵ23 ൌ ߪଵ݃ଶଶ
ଵ݃ଵඥ ଵ݃ଵ
Γଵଶଶ Γଷଶଶ ൅ ߪଶඥ݃ଶଶ
Γଶଶଶ Γଷଶଶ ൅ 2ߪଶ
߲ሺ 1ඥ݃ଶଶሻ
߲ߙଶ Γଷଶ
ଶ െ ߬ଵଶ
ଵ݃ଵඥ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଵ
߲ඥ ଵ݃ଵ
߲ߙଷ  
(6.70)
ܮܶܶܧܰܵ31 ൌ 2ߪଵ
డሺ భඥ೒భభሻ
డఈభ Γଷଵ
ଵ ൅ ఙభ√௚భభ Γଵଵ
ଵ Γଷଵଵ ൅ ఙమ√௚భభ Γଵଶ
ଶ Γଷଶଶ െ ఛభమ௚మమ√௚భభ
డ√௚మమ
డఈయ
డ√௚భభ
డఈమ                                     (6.71)
 ܮܶܶܧܰܵ32 ൌ ߪଵඥ ଵ݃ଵ
Γଵଵଵ Γଷଵଵ ൅ ߪଶඥ݃ଶଶ
Γଶଶଶ Γଷଶଶ ൅ 2ߪଶ
߲ሺ 1ඥ݃ଶଶሻ
߲ߙଶ Γଷଶ
ଶ െ ߬ଵଶ
ଵ݃ଵඥ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଵ
߲ඥ ଵ݃ଵ
߲ߙଷ  
(6.72)
ܮܶܶܧܰܵ33 ൌ 2ߪଵሺΓଷଵଵ ሻଶ ൅ ߪଶሺΓଷଶଶ ሻଶ (6.73)
 
ܮܶܶܧܰܵܧܩ11 ൌ െ ߪଵ2ሺ ଵ݃ଵሻଶ
߲ ଵ݃ଵ
߲ߙଵ ൅
2ߪଵ
ଵ݃ଵ
Γଵଵଵ  (6.74)
ܮܶܶܧܰܵܧܩ12 ൌ 2ߪଵ݃ଶଶ Γଵଶ
ଵ െ ߪଶ2 ଵ݃ଵ݃ଶଶ   
߲ ଵ݃ଵ
߲ߙଶ  (6.75)
ܮܶܶܧܰܵܧܩ13 ൌ ඥ ଵ݃ଵߪଷ
߲ሺ 1ඥ ଵ݃ଵሻ
߲ߙଷ ൅ 2ߪଷΓଵଷ
ଵ
 
(6.76)
 
ܮܶܶܧܰܵܧܩ14 ൌ 2ߪଵ
ଵ݃ଵ
  ඥ݃ଶଶඥ ଵ݃ଵ
Γଵଵଶ ൅ ߬ଵଶ
ଵ݃ଵඥ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଵ  (6.77)
ܮܶܶܧܰܵܧܩ15 ൌ 2ߪଶඥ ଵ݃ଵඥ݃ଶଶ
Γଵଶଶ െ ߬ଵଶ݃ଶଶඥ ଵ݃ଵ
߲ඥ ଵ݃ଵ
߲ߙଶ  (6.78)
ܮܶܶܧܰܵܧܩ16 ൌ ߬ଶଷඥ ଵ݃ଵඥ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଵ െ
߬ଵଷ
ඥ݃ଶଶඥ ଵ݃ଵ
߲ඥ ଵ݃ଵ
߲ߙଶ  (6.79)
 
ܮܶܶܧܰܵܧܩ17 ൌ 2ߪଵ
ଵ݃ଵඥ ଵ݃ଵ
 Γଵଵଷ  (6.80)
ܮܶܶܧܰܵܧܩ18 ൌ 2ߪଶ݃ଶଶඥ ଵ݃ଵ
 Γଵଶଷ െ ߬ଵଶඥ݃ଶଶඥ ଵ݃ଵ
߲ඥ ଵ݃ଵ
߲ߙଷ  (6.81)
ܮܶܶܧܰܵܧܩ19 ൌ െ ߬ଵଷඥ ଵ݃ଵ
߲ඥ ଵ݃ଵ
߲ߙଷ  (6.82)
 
ܮܶܶܧܰܵܧܩ21 ൌ ߪଶ2݃ଶଶඥ ଵ݃ଵඥ݃ଶଶ
ሾሺΓଵଶଵ ሻଶ ଵ݃ଵ ൅ ሺΓଵଶଶ ሻଶ݃ଶଶ ൅ ሺΓଵଶଷ ሻଶ ൅ Γଵଵଵ Γଶଵଵ ଵ݃ଵ ൅ Γଶଶଶ Γଵଶଶ ݃ଶଶ
൅ Γଶଶଷ Γଵଶଷ ሿ ൅ ߬ଵଶ
ଵ݃ଵඥ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଵ  
(6.83)
ܮܶܶܧܰܵܧܩ22 ൌ 2ߪଶඥ ଵ݃ଵ݃ଶଶඥ݃ଶଶ
Γଶଶଵ ൅ ߬ଵଶ݃ଶଶඥ ଵ݃ଵ
߲ඥ ଵ݃ଵ
߲ߙଶ  (6.84)
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ܮܶܶܧܰܵܧܩ23 ൌ െ ߬ଶଷඥ݃ଶଶඥ ଵ݃ଵ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଵ ൅
߬ଵଷ
ඥ݃ଶଶඥ ଵ݃ଵ
߲ඥ ଵ݃ଵ
߲ߙଷ  (6.85)
 
ܮܶܶܧܰܵ24 ൌ 0 (6.86)
ܮܶܶܧܰܵܧܩ25 ൌ 2ߪଵඥ݃ଶଶ
ଵ݃ଵඥ ଵ݃ଵ
Γଵଶଶ െ ߪଶ2ሺ݃ଶଶሻଶ
߲݃ଶଶ
߲ߙଶ ൅
2ߪଶ
݃ଶଶ Γଶଶ
ଶ  (6.87)
ܮܶܶܧܰܵܧܩ26 ൌ ߪଷඥ݃ଶଶ
߲ሺ 1ඥ݃ଶଶሻ
߲ߙଷ ൅ 2ߪଷΓଶଶ
ଷ  (6.88)
Escriba aquí la ecuación. 
ܮܶܶܧܰܵܧܩ27 ൌ െ ߬ଵଶඥ݃ଶଶඥ ଵ݃ଵ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଷ  (6.89)
ܮܶܶܧܰܵܧܩ28 ൌ 2ߪଵ
ଵ݃ଵඥ ଵ݃ଵ
Γଵଶଷ ൅ 2ߪଶ݃ଶଶඥ݃ଶଶ
Γଶଶଷ  (6.90)
ܮܶܶܧܰܵܧܩ29 ൌ െ ߬ଶଷඥ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଷ  (6.91)
 
ܮܶܶܧܰܵܧܩ31 ൌ 2ߪଵඥ ଵ݃ଵ
Γଷଵଵ  (6.92)
ܮܶܶܧܰܵܧܩ32 ൌ ߬ଵଶඥ݃ଶଶඥ ଵ݃ଵ
߲ඥ ଵ݃ଵ
߲ߙଷ  (6.93)
ܮܶܶܧܰܵܧܩ33 ൌ ߬ଵଷඥ ଵ݃ଵ
߲ඥ ଵ݃ଵ
߲ߙଷ  (6.94)
 
ܮܶܶܧܰܵܧܩ34 ൌ ߬ଵଶඥ ଵ݃ଵ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଷ  (6.95)
ܮܶܶܧܰܵܧܩ35 ൌ 2ߪଶඥ݃ଶଶ
Γଷଶଶ  (6.96)
ܮܶܶܧܰܵܧܩ36 ൌ ߬ଶଷඥ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଷ  (6.97)
ܮܶܶܧܰܵܧܩ37 ൌ 0 ; ܮܶܶܧܰܵܧܩ38 ൌ 0; ܮܶܶܧܰܵܧܩ39 ൌ 0 (6.98)
En la misma forma se opera para con ߜܮധ் · ߪ y se obtiene 
ߜܮധ்ߪ ൌ ܮ2ܶܶܧܰܵଽ୶ଷߜ ቌ
ݑଵ
ݑଶ
ݑଷ
ቍ ൅ ܮ2ܶܶܧܰܵଽ୶ଽߜ
ۉ
ۈۈ
ۈۈ
ۈۈ
ۈۈ
ۇ
ݑଵ,ఈభ
ݑଵ,ఈమ
ݑଵ,ఈయ
ݑଶ,ఈభ
ݑଶ,ఈమ
ݑଶ,ఈయ
ݑଷ,ఈభ
ݑଷ,ఈమ
ݑଷ,ఈయی
ۋۋ
ۋۋ
ۋۋ
ۋۋ
ۊ
ൌ ൛ሾܮ2ܶܶܧܰܵሿଷ௫ଷ కܰ೔ ൅ ሾܮ2ܶܶܧܰܵܧܩሿଷ௫ଽΠ෡ ,ܰక೔ൟߜሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ , 
(6.99)
en la que las matrices ሾܮ2ܶܶܧܰܵሿଽ௫ଷ y ሾܮ2ܶܶܧܰܵܧܩሿଷ௫ଽ son 
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ሾܮ2ܶܶܧܰܵሿଽ௫ଷ
ൌ
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
2ߪଵ
ଵ݃ଵ
Γଵଵଵ െ ߪଵ2ሺ݃ଵଵሻଶ
߲ ଵ݃ଵ
߲ߙଵ
2ߪଵ
ඥ ଵ݃ଵඥ݃ଶଶ
Γଶଵଵ െ ߬ଵଶඥ݃ଶଶ ଵ݃ଵ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଵ
2ߪଵ
ඥ ଵ݃ଵ
Γଷଵଵ
2ߪଶ
݃ଶଶ Γଵଶ
ଵ െ ߪଶ2݃ଶଶ
1
ଵ݃ଵ
߲ ଵ݃ଵ
߲ߙଶ
2ඥ ଵ݃ଵߪଶ
݃ଶଶඥ݃ଶଶ
Γଶଶଵ െ ߬ଵଶඥ ଵ݃ଵ݃ଶଶ
߲ඥ ଵ݃ଵ
߲ߙଶ
߬ଵଶ
ඥ ଵ݃ଵඥ݃ଶଶ
߲ඥ ଵ݃ଵ
߲ߙଷ
ߪଷඥ ଵ݃ଵ
߲ ൬ 1
ଵ݃ଵ
൰
߲ߪଷ ൅ 2ߪଷΓଵଷ
ଵ െ ߬ଶଷඥ ଵ݃ଵඥ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଵ ൅
߬ଵଷ
ඥ ଵ݃ଵඥ݃ଶଶ
߲ඥ ଵ݃ଵ
߲ߙଵ
߬ଵଷ
ඥ ଵ݃ଵ
߲ඥ ଵ݃ଵ
߲ߙଷ
2ߪଵ
ଵ݃ଵ
ඥ݃ଶଶ
ඥ ଵ݃ଵ
Γଵଵଶ െ ߬ଵଶ
ଵ݃ଵඥ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଶ
2ߪଵ
ଵ݃ଵ
Γଶଵଶ െ ߪଵ2 ଵ݃ଵ݃ଶଶ
߲݃ଶଶ
߲ߙଶ
߬ଵଶ
ඥ ଵ݃ଵඥ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଷ
െ ߬ଵଶඥ ଵ݃ଵ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଵଵ
߲ߙଶ ൅
2ߪଶ
ඥ ଵ݃ଵඥ݃ଶଶ
Γଵଶଶ 2ߪଶ݃ଶଶ Γଶଶ
ଶ െ ߪଶ2ሺ݃ଶଶሻଶ
߲݃ଶଶ
߲ߙଶ
2ߪଶ
ඥ݃ଶଶ
Γଷଶଶ
߬ଶଷ
ඥ ଵ݃ଵඥ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଵ െ
߬ଵଷ
ඥ ଵ݃ଵඥ݃ଶଶ
߲ඥ ଵ݃ଵ
߲ߙଶ ߪଷඥ݃ଶଶ
߲ ൬ 1݃ଶଶ൰
߲ߪଷ ൅ 2ߪଷΓଶଷ
ଶ ߬ଶଷ
ඥ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଷ
2ߪଵ
ඥ ଵ݃ଵඥ ଵ݃ଵ
Γଵଵଷ 2ߪଵඥ ଵ݃ଵඥ݃ଶଶ
Γଶଵଷ െ ߬ଵଶඥ ଵ݃ଵඥ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଷ 0
2ߪଶ
݃ଶଶඥ ଵ݃ଵ
Γଵଶଷ ൅ ߬ଵଶඥ݃ଵଵඥ݃ଶଶ
߲ඥ ଵ݃ଵ
߲ߙଷ
2ߪଶ
ඥ݃ଶଶඥ݃ଶଶ
Γଶଶଷ 0
െ ߬ଵଷඥ ଵ݃ଵ
߲ඥ ଵ݃ଵ
߲ߙଷ െ
߬ଶଷ
ඥ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଷ 0 ی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
 (6.100)
 
ሾܮ2ܶܶܧܰܵܧܩሿଽ௫ଽ
ൌ
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
ߪଵ
݃ଵଵ
߬ଵଶ
ඥ݃ଵଵ݃ଶଶ
߬ଵଷ
ඥ݃ଵଵ
൅ ߬ଶଷඥ݃ଶଶ
0 0 0 0 0 0
߬ଵଶ
ඥ݃ଵଵ݃ଶଶ
ߪଶ
݃ଶଶ 0 0 0 0 0 0 0
߬ଵଷ
ඥ݃ଵଵ
߬ଶଷ
ඥ݃ଶଶ
ߪଷ 0 0 0 0 0 0
0 0 0 ߪଵ݃ଵଵ
߬ଵଶ
ඥ݃ଵଵ݃ଶଶ
߬ଵଷ
ඥ݃ଵଵ
0 0 0
0 0 0 ߬ଵଶඥ݃ଵଵ݃ଶଶ
ߪଶ
݃ଶଶ
߬ଶଷ
ඥ݃ଶଶ
0 0 0
0 0 0 ߬ଵଷඥ݃ଵଵ
߬ଶଷ
ඥ݃ଶଶ
ߪଷ 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ߪଵ݃ଵଵ
߬ଵଶ
ඥ݃ଵଵ݃ଶଶ
߬ଵଷ
ඥ݃ଵଵ
0 0 0 0 0 0 ߬ଵଶඥ݃ଵଵ݃ଶଶ
ߪଶ
݃ଶଶ
߬ଶଷ
ඥ݃ଶଶ
0 0 0 0 0 0 ߬ଵଷඥ݃ଵଵ
߬ଶଷ
ඥ݃ଶଶ
ߪଷ ی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
 (6.101)
Sustituyendo las ecuaciones (6.64) y (6.99) en la ecuación (6.63) se obtiene 
ൣ׮ ߜሺܤ௡௟ሻ்ߪ݀ݒ ௩௢௟௨௠௘௡ ൧଺଴௫ଵ ൌ
׮ ൫ ,ܰక೔ ்ߜܮത்ߪ ൅ ,ܰక೔ ்Π෡்ߜܮധ்ߪ൯݀ݒ ൌ ௩௢௟௨௠௘௡
׮ ሺ ,ܰక೔ ்ߜܮത்ߪሻ݀ݒ ௩௢௟௨௠௘௡ ൅ ׮ ,ܰక೔ ்Π෡்ߜܮധ்ߪ݀ݒ
 
௩௢௟௨௠௘௡ =׮ ൫ ,ܰక೔ ்൛ሾܮܶܶܧܰܵሿଷ௫ଷ ,ܰక೔  ൅
 
௩௢௟௨௠௘௡
ሾܮܶܶܧܰܵܧܩሿଷ௫ଽΠ෡ ,ܰక೔
 ൟߜሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ൯݀ݒ ൅ ׮ ൫ ,ܰక೔ ்Π෢் ൛ሾܮ2ܶܶܧܰܵሿଽ௫ଷ ,ܰక೔  ൅ ௩௢௟௨௠௘௡
ሾܮ2ܶܶܧܰܵܧܩሿଽ௫ଽΠ෡ ,ܰక೔ ൟߜሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ൯݀ݒ 
(6.102)
que se escribe abreviadamente como  
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൥ ම ߜሺܤ௡௟ሻ்ߪ݀ݒ
 
௩௢௟௨௠௘௡
൩
଺଴௫ଵ
ൌ ሺܭேሻ଺଴௫଺଴ߜሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ . (6.103)
La matriz ܭே cuyo valor es  
ሺܭேሻ଺଴௫଺଴ ൌ ම ሺ ,ܰక೔ ்൛ሾܮܶܶܧܰܵሿଷ௫ଷ ,ܰక೔ ൅ ሾܮܶܶܧܰܵܧܩሿଷ௫ଽΠ෡ ,ܰక೔ ൟ
 
௩௢௟௨௠௘௡
ሻ݀ݒ
൅ ම ሺ ,ܰక೔ ்Π෢் ൛ሾܮ2ܶܶܧܰܵሿଽ௫ଷ ,ܰక೔  ൅ ሾܮ2ܶܶܧܰܵܧܩሿଽ௫ଽΠ෡ ,ܰక೔
 ൟሻ
 
௩௢௟௨௠௘௡
݀ݒ 
(6.104)
recibe el nombre de matriz de rigidez geométrica, ܭே y es proporcional a los valores de 
las tensiones. 
6.5.2. Cálculo de ׮ ሺ۰૙ ൅ ۰ܖܔሻ܂۳ሺ۰૙ ൅ ۰ܖܔሻ઼ሼ܌܍ܔ܍ܕ܍ܖܜܗሽ ܞܗܔܝܕ܍ܕ ܌ܞ 
La segunda integral de (6.60) vale 
ම ሺܤ଴ ൅ ܤ௡௟ሻ்ܧሺܤ଴ ൅ ܤ௡௟ሻߜሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ
௩௢௟௨௠௘௠
݀ݒ
ൌ ۃ ම ܤ଴்ܧܤ଴݀ݒ
 
௩௢௟௨௠௘௡
൅ ම ൛ܤ଴்ܧܤ௡௟ ൅ ܤ௡௟்ܧܤ଴ ൅ ܤ௡௟்ܧܤ௡௟ൟ݀ݒ
 
௩௢௟௨௠௘௡
ۄ ሼ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ሽ . 
(6.105)
El primer sumando es la conocida matriz de rigidez de elemento del cálculo lineal 
ሺ݇௘௟௘௠ሻ଴. El segundo sumando se representa por ሺ݇௚ሻ௘௟௘௠௘௡௧௢ y es denominada matriz de 
rigidez de elemento de grandes corrimientos. 
݇௚ ൌ ම ܤ଴்ܧܤ଴݀ݒ ൅ ම ൛ܤ଴்ܧܤ௡௟ ൅ ܤ௡௟்ܧܤ଴ ൅ ܤ௡௟்ܧܤ௡௟ൟ݀ݒ
௩௢௟௨௠௘௡
 
௩௢௟௨௠௘௡
 . (6.106)
Por tanto, se puede escribir para (6.60) 
ߜ݌௘௟௘௠௘௡௧௢ ൌ ൫݇଴ ൅ ݇௚ ൅ ݇ே൯ߜ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ ൌ ்݇ߜ݀௘௟௘௠௘௡௧௢ , (6.107)
siendo ்݇ la matriz de rigidez tangente de elemento y cuyo valor es  
்݇ ௘௟௘௠௘௡௧௢ ൌ ൫݇଴ ൅ ݇௚ ൅ ݇ே൯ . (6.108)
6.6. Matriz de rigidez tangente de la estructura en coordenadas globales ሺܭ்ሻ௘௦௧௥௨௖  
Siguiendo el razonamiento del apartado anterior referente a equilibrio de la estructura en 
régimen lineal, se obtiene que la matriz de rigidez tangente en coordenadas globales es 
ሺܭ்ሻ ௘௦௧௥௨௖ ൌ ܬ௘௟௘௠்ሺ்݇ሻ ௘௟௘௠ ܬ௘௟௘௠ . (6.109)
La matriz de rigidez tangente de la estructura, ሺܭഥ்ሻ ௘௦௧௥௨௖௧ , resulta tras el proceso de 
ensamblaje consecuencia de aplicar las condiciones de compatibilidad, entre corrimientos 
de los nodos de la estructura y los nodos de los elementos. 
 Capítulo 6. Formulación, simulación y validación del elemento serendípito de 20 nodos para el estudio de estructuras 
laminares en coordenadas curvilíneas 
 
96 
 
6.6. Criterios de agotamiento 
Para ajustarse a la situación real de comportamiento de los sólidos elásticos, en este caso 
las láminas, en que no se puede admitir un comportamiento elástico ilimitado, se adoptan 
dos criterios para considerar que la estructura no ha alcanzado el estado límite de 
agotamiento de su capacidad resistente: 
 1º) Que en todo punto de la lámina las componentes del corrimiento de ese punto 
no alcancen el valor del corrimiento máximo estipulado. Se ha fijado como valor máximo 
el espesor de la lámina. 
 2º) Que no haya dado comienzo la acción inelástica (o comienzo de la aparición de 
deformaciones plásticas) en ningún punto del sólido elástico. Esto ocurrirá cuando, según 
la teoría de la energía de deformación propuesta por Beltrami y Haigh, la energía de 
deformación absorbida por unidad de volumen en dicho punto sea igual a la energía de 
deformación absorbida por unidad de volumen cuando el material alcanza la tensión de 
fluencia en el ensayo simple mono-axial (tracción/compresión); es decir en todo punto del 
sólido elástico deberá cumplirse 
Γ௨ ൌ 12ܧ ൣ൫ߪ
ଶ௫ ൅ ߪଶ௬ ൅ ߪଶ௭൯ െ 2ߤ൫ߪ௫ߪ௫ ൅ ߪ௬ߪ௭ ൅ ߪ௫ߪ௭൯൧ 12ܩ ൫߬
ଶ௫௬ ൅ ߬ଶ௫௭ ൅ ߬ଶ௬௭൯ ൏ ߪ
ଶ௙
2ܧ . (6.110)
6.7. Comprobación de la formulación 
6.7.1. Viga biapoyada 
Viga biapoyada de 10 m de longitud, sección constante de 0.40*0.40 m2, E·I=5120.00 
T·m2, peso específico (ߛ) 2.4 T/m3, sometida a una carga uniformemente distribuida de 
0.2 T/m. 
 
Figura 6.3: Viga biapoyada  
Según la solución teórica la flecha en el centro vale 
ݒ௫ ൌ ܮ2 ൌ
5ܲܮସ
384ܧܫ ൌ 0.00508 ݉ 
Y las frecuencias naturales y los modos normales de vibración son los siguientes 
 
Figura 6.4: Frecuencias naturales y modos normales de vibración 
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En el presente caso las frecuencias correspondientes a los tres primeros modos normales 
de vibración valen 
ଵ݂ ൌ ߨଶඨ ܧܫ௭ഥ݉ܮସ ൌ ߨ
ଶඨ 51200.0391 · 10ସ ൌ 35.69 ݎܽ݀/ݏ, ଶ݂ ൌ
142.76ݎܽ݀
ݏ ݕ ଷ݂ ൌ 321.21ݎܽ݀/ݏ  
Se simula la viga anterior mediante una placa, de las dimensiones de la viga estudiada, 
que se estudia mediante el M.E.F. adoptando una subdivisión de 2 elementos según el eje 
X, 14 según el eje Y y 1 elemento según el eje Z. Las condiciones de contorno a imponer 
han de ser las que verdaderamente reflejan las condiciones de vinculación de la viga, es 
decir: borde en y=0 articulado fijo (u = v = w = 0) y borde en y=10 m con condiciones 
mixtas, a saber de corrimiento nulo según los ejes X-Z y libre según el eje Y (u =  w = 0, 
corrimiento v a determinar).  
La simulación y corrimientos obtenidoa, acordes con los proporcionados por las soluciones 
teóricas y la solución numérica del apartado 5.13 son   
 Figura 6.5: Modelización mediante elemento placa 
0 0.0012 0.0022 0.0032 0.0040 0.0046 0.0050 0.0051 0.0050 0.0046 0.0040 0.0032 0.0022 0.0012 0 
0 0.0012 0.0022 0.0032 0.0040 0.0046 0.0050 0.0051 0.0050 0.0046 0.0040 0.0032 0.0022 0.0012 0 
0 0.0012 0.0022 0.0032 0.0040 0.0046 0.0050 0.0051 0.0050 0.0046 0.0040 0.0032 0.0022 0.0012 0 
Tabla 6.1: Corrimientos verticales w de los nodos del elemento placa (m) 
A continuación en la Tabla 6.2 se presenta las diez primeras frecuencias de vibración  
35.4855 51.5328 139.2779 167.5040 297.5594 
343.1430 427.5368 513.3348 586.7633 589.6937 
Tabla 6.2: Diez primeras frecuencias fundamentales de vibración (rad/s) 
flecha en el centro: ݒ௫ ൌ ܮ2 ൌ 0.0051 ݉ 
frecuencia fundamental:  ଵ݂ ൌ 35.4855ݎܽ݀/ݏ
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Las diferencias en los valores de los corrimientos y frecuencia fundamental de la vibración 
en el plano Y-Z, con respecto a las obtenidas en el apartado 5.13 como problema de 
elasticidad tridimensional en coordenadas cartesianas son insignificantes. 
De las diez frecuencias mostradas, las 1ª, 3ª y 5ª (valores muy próximos a los teóricos 
anteriormente obtenidos) corresponden a los tres primeros modos de vibración de la viga en 
el plano Y-Z, Los modos de vibración, con 1,2 y 3 semiondas, son 
 
Figura 6.6: Corrimientos obtenidos para el primer modo de vibración 
 
Figura 6.7: Corrimientos obtenidos para el segundo modo de vibración 
 Capítulo 6. Formulación, simulación y validación del elemento serendípito de 20 nodos para el estudio de estructuras 
laminares en coordenadas curvilíneas 
 
99 
 
 
Figura 6.8: Corrimientos obtenidos para el tercer modo de vibración 
Las frecuencias 2ª, 4ª y 6ª corresponden a los tres primeros modos de vibración de la viga en 
el plano X-Y, Los modos de vibración, con 1,2 y 3 semiondas, son 
 
Figura 6.9: Corrimientos obtenidos para el primer modo de vibración
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Figura 6.10: Corrimientos obtenidos para el segundo modo de vibración
 
 
Figura 6.11: Corrimientos obtenidos para el tercer modo de vibración
 
6.7.2. Placa cuadrada Tipo 1 
Placa cuadrada de 10·10 m de lado, espesor constante de 0.25 m, E=21000000 kN/m2, 
coeficiente de Poisson 0.30, peso específico (ߛ) 24 kN/m3, sometida a una carga 
uniformemente distribuida de 20 kN/m2 y  apoyada con condiciones mixtas en sus 4 
bordes. 
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Figura 6.12: Elemento placa con condiciones de contorno y carga distribuida 
Se estudia la placa anterior mediante el M.E.F con el elemento hexaédrico de 20 nodos, 
adoptando una subdivisión de 10 elementos según el eje X, 10 según el eje Y y 1 
elemento según el eje Z, con las condiciones de contorno especificadas. Los resultados 
obtenidos acerca de corrimientos y modo fundamental de vibración se muestran en las 
siguientes figuras y resumidos son:  
െ0.0183 െ0.0213 െ0.0223 െ0.0213 െ0.0183 
െ0.0213 െ0.0247 െ0.0259 െ0.0247 െ0.0213 
െ0.0223 െ0.0259 െ0.0271 െ0.0259 െ0.0223 
െ0.0213 െ0.0247 െ0.0259 െ0.0247 െ0.0213 
െ0.0183 െ0.0213 െ0.0223 െ0.0213 െ0.0183 
Tabla 6.3: Corrimientos en el entorno del centro (m) 
A continuación en la Tabla 6.4 se presenta las diez primeras frecuencias de vibración   
43.4940 109.1394 109.1394 173.6258 219.9003 
219.9144 282.9022 282.9025 377.4729 377.4732 
Tabla 6.4: Diez primeras frecuencias fundamentales de vibración (rad/s) 
De la tabla anterior se deduce que la primera frecuencia fundamental es de ଵ݂ ൌ
43.494 ݎܽ݀/ݏ. A continuación se muestra el primer modo de vibración asociado. 
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Figura 6.13: Corrimientos en régimen estático 
 
Figura 6.14: Modo de vibración asociado a la frecuencia fundamental 
Si se compara estos resultados con los obtenidos mediante su solución teórica, así como con 
los numéricos proporcionados en el Anejo 4 y la solución numérica del apartado 5.13, se 
observa que los resultados son idénticos y por tanto queda garantizada la bondad de la 
solución obtenida. 
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Los modos de vibración 2º y 3º son
 
 
Figura 6.15: Corrimientos asociados al segundo modo de vibración 
 
Figura 6.16: Corrimientos asociados al tercer modo de vibración 
En estos modos, correspondientes a frecuencias de igual valor (109.1394), se observa que, 
dada la simetría de la placa, uno y otro no son sino el 2º modo de la vibración de la placa 
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en las direcciones de los ejes X en un caso y del eje Y en el otro. Obviamente el primer 
modo es el mismo. 
6.7.3. Placa cuadrada Tipo 2 
Placa cuadrada de 10·10 m de lado, espesor constante de 0.25 m, E=21000000 kN/m2, 
coeficiente de Poisson 0.30, peso específico (  ) 24 kN/m3, sometida a una carga 
uniformemente distribuida de 20 kN/m2 y empotrada en sus 4 bordes. 
Se estudia la placa anterior mediante el M.E.F con el elemento hexaédrico de 20 nodos, 
adoptando una subdivisión de 10 elementos según el eje X,  10  según el eje Y y 1 
elemento según el eje Z, con las condiciones de contorno especificadas. Los resultados 
obtenidos acerca de corrimientos y modo fundamental de vibración se muestran en las 
siguientes figuras y resumidos son:  
A continuación se presenta en la Tabla 6.5 los corrimientos verticales obtenidos (flecha en el 
centro ݓ௖ ൌ െ0.0080 ݉.).
 
െ0.0043 െ0.0054 െ0.0058 െ0.0054 െ0.0043
െ0.0054 െ0.0069 െ0.0075 െ0.0069 െ0.0054
െ0.0058 െ0.0075 െ0.0080 െ0.0075 െ0.0058
െ0.0054 െ0.0069 െ0.0075 െ0.0069 െ0.0054
െ0.0043 െ0.0054 െ0.0058 െ0.0054 െ0.0043
Tabla 6.5: Corrimientos en el entorno del centro (m) 
A continuación en la Tabla 6.6 se presenta las diez primeras frecuencias de vibración   
81.7353 167.5225 167.5225 245.9106 303.3186 
304.8641 376.6965 376.6965 491.5506 491.5506 
Tabla 6.6: Diez primeras frecuencias fundamentales de vibración (rad/s) 
De la tabla anterior se deduce que la primera frecuencia fundamental es de ଵ݂ ൌ
81.7353 ݎܽ݀/ݏ. A continuación se muestra el primer modo de vibración asociado. 
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Figura 6.17: Corrimientos en régimen estático 
 
Figura 6.18: Modo de vibración asociado a la frecuencia fundamental 
Si se compara estos resultados con los obtenidos mediante su solución teórica, así como con 
los numéricos proporcionados como caso particular de lámina en pendiente suave dadas en 
el Anejo 4 y la solución numérica del apartado 5.13, se observa que los resultados son 
idénticos y por tanto queda garantizada la bondad de la solución obtenida. 
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Los modos de vibración 2º y 3º son
 
 
Figura 6.19: Corrimientos asociados al segundo modo de vibración 
 
Figura 6.20: Corrimientos asociados al tercer modo de vibración  
En estos modos, correspondientes a frecuencias de igual valor (167.5225), se observa que, 
dada la simetría de la placa, uno y otro no son sino el 2º modo de la vibración de la placa 
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en las direcciones de los ejes X en un caso y del eje Y en el otro. Obviamente el primer 
modo es el mismo. 
6.7.4. Lámina cilíndrica parabólica de planta cuadrada 
Lámina cilíndrica parabólica de planta cuadrada de 10*10 m de lado y flecha en las 
parábolas de los bordes de 0.85 m, espesor constante de 0.08 m, E=21000000 kN/m2, 
coeficiente de Poisson 0.30, peso específico (  ) 24 kN/m3, sometida a una carga 
uniformemente distribuida de 20 kN/m2 y condiciones mixtas de apoyo en sus bordes: 
Borde ࢞ ൌ ૙ ฺ ݑ ݈ܾ݅ݎ݁ ݒ ൌ 0 ݓ ൌ 0
Borde ࢞ ൌ ࡸ ฺ ݑ ݈ܾ݅ݎ݁ ݒ ൌ 0 ݓ ൌ 0
Borde ࢟ ൌ ૙ ฺ ݑ ൌ 0 ݒ ݈ܾ݅ݎ݁ ݓ ൌ 0
Borde ࢟ ൌ ࡸ ฺ ݑ ൌ 0 ݒ ݈ܾ݅ݎ݁ ݓ ൌ 0
Tabla 6.7: Condiciones de contorno para lámina cilíndrica circular 
Se estudia la lámina anterior mediante el M.E.F con el elemento hexaédrico de 20 nodos, 
adoptando una subdivisión de 10 elementos según el eje X, 10 según el eje Y y 1 
elemento según el eje Z, con las condiciones de contorno especificadas. Los resultados 
obtenidos acerca de corrimientos y modo fundamental de vibración se muestran en las 
siguientes figuras y resumidos son: 
A continuación se presenta en la Tabla 6.8 los corrimientos verticales obtenidos (flecha en el 
centro ݓ௖ ൌ െ0.0069 ݉). 
െ 0.0120 െ 0.0129 െ 0.0132 െ 0.0129 െ 0.0120
െ 0.0080 െ 0.0085 െ 0.0087 െ 0.0085 െ 0.0080
െ 0.0063 െ 0.0067 െ 0.0069 െ 0.0067 െ 0.0063
െ 0.0080 െ 0.0085 െ 0.0087 െ 0.0085 െ 0.0080
െ 0.0120 െ 0.0129 െ 0.0132 െ 0.0129 െ 0.0120
Tabla 6.8: Corrimientos en el entorno del centro (m) 
A continuación en la Tabla 6.9 se presenta las diez primeras frecuencias de vibración   
51.8774 72.2911 97.8385 108.1913 110.6110 
121.2274 146.8951 158.6585 159.5606 160.6547 
Tabla 6.9: Diez primeras frecuencias fundamentales de vibración (rad/s) 
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De la tabla anterior se deduce que la primera frecuencia fundamental es de ଵ݂ ൌ
51.8774 ݎܽ݀/ݏ. A continuación se muestra el primer modo de vibración asociado.
 
Figura 6.21: Corrimientos en régimen estático 
 
Figura 6.22: Modo de vibración asociado a la frecuencia fundamental 
Si se compara estos resultados con los obtenidos mediante la solución numérica del apartado 
5.13, observamos que los resultados son muy próximos, apreciándose una diferencia del 8.2 
% para el corrimiento wz y del 1.4% para la frecuencia fundamental, por tanto queda puesta 
de manifiesto la bondad de la solución obtenida. 
Los modos de vibración 2º y 3º son
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Figura 6.23: Corrimientos asociados al segundo modo de vibración 
 
Figura 6.24: Corrimientos asociados al tercer modo de vibración 
6.7.5. Paraboloide elíptico de planta cuadrada 
Paraboloide elíptico de planta cuadrada de 10*10 m de lado y flecha en las parábolas de 
los bordes de 0.7 m, espesor constante de 0.08 m, E=21000000 kN/m2, coeficiente de 
Poisson 0.30, peso específico (  ) 24 kN/m3, sometida a una carga uniformemente 
distribuida de 20 kN/m2 y condiciones mixtas de apoyo en sus bordes: 
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Figura 6.25: Paraboloide elíptico y condiciones de contorno 
Se estudia la lámina anterior mediante el M.E.F con el elemento hexaédrico de 20 nodos, 
adoptando una subdivisión de 12 elementos según el eje X, 12 según el eje Y y 1 
elemento según el eje Z, con las condiciones de contorno especificadas en la Figura 6.25 
Los resultados obtenidos acerca de corrimientos y modo fundamental de vibración se 
muestran en las siguientes figuras y resumidos son:  
A continuación se presentan los corrimientos en régimen estático y los corrimientos 
asociados al primer modo de vibración. 
െ 0.0043 െ 0.0042 െ 0.0042 െ 0.0042 െ 0.0043
െ 0.0042 െ 0.0041 െ 0.0041 െ 0.0041 െ 0.0042
െ 0.0042 െ 0.0041 െ 0.0041 െ 0.0041 െ 0.0042
െ 0.0042 െ 0.0041 െ 0.0041 െ 0.0041 െ 0.0042
െ 0.0043 െ 0.0042 െ 0.0042 െ 0.0042 െ 0.0043
Tabla 6.10: Corrimientos en el entorno del centro (m) 
En resumen la flecha en el punto medio y la frecuencia fundamental valen 
flecha en el centro: ݓ௖ ൌ 0.0041 ݉
frecuencia fundamental (1º modo de vibración) ଵ݂ ൌ 158.64 ݎܽ݀/ݏ
Tabla 6.11: Corrimiento vertical en el centro y primera frecuencia fundamental 
A continuación en la Tabla 6.12 se presenta las diez primeras frecuencias de vibración   
158.6408 162.6866 163.1125 166.4618 174.9584 
175.0714 181.7067 181.8511 201.7885 201.9275 
Tabla 6.12: Diez primeras frecuencias fundamentales de vibración (rad/s) 
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Igualmente se presentan los corrimientos en régimen estático y los asociados al primer 
modo de vibración. 
 
 
Figura 6.26: Corrimientos en régimen estático 
 
Figura 6.27: Corrimientos asociados al primer modo de vibración 
Si se compara estos resultados con los obtenidos mediante la solución numérica del apartado 
5.13, se observa que los resultados son muy próximos, apreciándose sólo diferencias en la 
frecuencia fundamental del 5.0 %, por tanto queda puesta de manifiesto la bondad de la 
solución obtenida. 
Los modos de vibración 2º y 3º son 
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Figura 6.28: Segundo modo de vibración del paraboloide elíptico 
 
Figura 6.29: Tercer modo de vibración del paraboloide elíptico 
6.7.6. Paraboloide hiperbólico de bordes curvos Tipo 1 
Paraboloide hiperbólico de bordes curvos (Hipar) de planta cuadrada de 1*1 m de lado, 
espesor constante de 0.01 m, radios de curvatura iguales y de signo contrario de valor 
R=2 m (flecha en las parábolas de los bordes de 0.0625), E=10.92*106 N/m2, coeficiente 
de Poisson 0.30, densidad (  ) 100 kg/m3, sometida a una carga uniformemente 
distribuida de 20 kN/m2 y condiciones mixtas de apoyo en sus bordes: 
Borde ࢞ ൌ ૙ ฺ ݑ ݈ܾ݅ݎ݁ ݒ ൌ 0 ݓ ൌ 0
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Borde ࢞ ൌ ࡸ ฺ ݑ ݈ܾ݅ݎ݁ ݒ ൌ 0 ݓ ൌ 0
Borde ࢟ ൌ ૙ ฺ ݑ ൌ 0 ݒ ݈ܾ݅ݎ݁ ݓ ൌ 0
Borde ࢟ ൌ ࡸ ฺ ݑ ൌ 0 ݒ ݈ܾ݅ݎ݁ ݓ ൌ 0
Tabla 6.13: Condiciones de contorno para lámina cilíndrica circular 
 
Figura 6.30: Lámina con forma de paraboloide hiperbólico y condiciones de contorno 
Se estudia la lámina anterior mediante el M.E.F con el elemento hexaédrico de 20 nodos, 
adoptando una subdivisión de 12 elementos según el eje X,  12  según el eje Y y 1 
elemento según el eje Z, con las condiciones de contorno especificadas. Los resultados 
obtenidos acerca de corrimientos y modo fundamental de vibración se muestran en las 
siguientes figuras y resumidos son:  
A continuación se presenta en la Tabla 6.14 los corrimientos verticales obtenidos: 
െ 0.0586 െ 0.0649 െ 0.0670 െ 0.0648 െ 0.0585
െ 0.0649 െ 0.0718 െ 0.0742 െ 0.0718 െ 0.0648
െ 0.0670 െ 0.0742 െ 0.0766 െ 0.0742 െ 0.0670
െ 0.0648 െ 0.0718 െ 0.0742 െ 0.0718 െ 0.0649
െ 0.0585 െ 0.0648 െ 0.0670 െ 0.0649 െ 0.0586
Tabla 6.14: Corrimientos en el entorno del centro (m) 
A continuación en la Tabla 6.12 se presenta las diez primeras frecuencias de vibración   
20.2131 78.0780 108.6054 109.0457 141.6343 
141.7926 163.2890 163.5515 177.2707 221.6635 
Tabla 6.15: Diez primeras frecuencias fundamentales de vibración (rad/s) 
En resumen la flecha en el punto medio y la frecuencia fundamental valen 
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flecha en el centro: ݓ௖ ൌ 0.0766 ݉
frecuencia fundamental (1º modo de vibración) ଵ݂ ൌ 20.21 ݎܽ݀/ݏ
Tabla 6.16: Corrimiento vertical en el centro y primera frecuencia fundamental 
 
Figura 6.31: Corrimientos en régimen estático del paraboloide hiperbólico 
 
Figura 6.32: Primer modo de vibración del paraboloide hiperbólico 
Si se compara estos resultados con los obtenidos mediante la solución numérica del apartado 
5.13, se observa que los resultados son muy próximos, apreciándose una diferencia del 6.0 % 
para el corrimiento wz y del 2.8 % para la frecuencia fundamental, por tanto queda puesta de 
manifiesto la bondad de la solución obtenida. 
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Los modos de vibración 2º y 3º son 
 
Figura 6.33: Segundo modo de vibración del paraboloide hiperbólico 
 
Figura 6.34: Tercer modo de vibración del paraboloide hiperbólico 
6.7.7. Paraboloide hiperbólico de bordes curvos Tipo2 
Paraboloide hiperbólico de bordes curvos (Hipar) de planta cuadrada de 1*1 m de lado, 
espesor constante de 0.01 m, radios de curvatura iguales y de signo contrario de valor 
R=2 m (flecha en las parábolas de los bordes de 0.0625), E=10.92*106 N/m2, coeficiente 
de Poisson 0.30, densidad ሺߩሻ 100 kg/m3, sometida a una carga uniformemente 
distribuida de 20 kN/m2 y articulado fijo en las cuatro esquinas. 
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Figura 6.35: Paraboloide hiperboloide y condiciones de contorno 
Como se ha comentado anteriormente, este ejemplo constituye un test muy severo, dado 
el tipo estructural y las condiciones de apoyo, y su solución es conocida gracias a los 
trabajos de Narita-Leissa y Chakravorty, que para la frecuencia natural fundamental dan 
Narita-Leissa: ଵ݂ ൌ 17.16 ݎܽ݀/ݏ 
Chakravorty : ଵ݂ ൌ 17.25 ݎܽ݀/ݏ 
Tabla 6.17: Frecuencia fundamental según distintos autores  
En nuestro caso se estudia la lámina mediante el M.E.F con el elemento hexaédrico de 20 
nodos, adoptando una subdivisión de 12 elementos según el eje X, 12 según el eje Y y 1 
elemento según el eje Z, con las condiciones de contorno especificadas. Los resultados 
obtenidos acerca de corrimientos y modo fundamental de vibración se muestran en las 
siguientes figuras y resumidos son:  
A continuación se presenta en la Tabla 6.18 los corrimientos verticales obtenidos: 
െ 0.0905 െ 0.0988 െ 0.1015 െ 0.0986 െ 0.0900
െ 0.0986 െ 0.1076 െ 0.1106 െ 0.1075 െ 0.0983
െ 0.1012 െ 0.1105 െ 0.1137 െ 0.1105 െ 0.1012
െ 0.0983 െ 0.1075 െ 0.1106 െ 0.1076 െ 0.0986
െ 0.0900 െ 0.0986 െ 0.1015 െ 0.0988 െ 0.0905
Tabla 6.18: Corrimientos en el entorno del centro (m) 
A continuación en la Tabla 6.19 se presenta las diez primeras frecuencias de vibración   
16.5224 41.7704 55.4509 55.6455 69.0707 
76.7231 80.2555 106.6064 111.2141 122.7078 
Tabla 6.19: Diez primeras frecuencias fundamentales de vibración (rad/s) 
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De la tabla anterior se deduce que la primera frecuencia fundamental es de ଵ݂ ൌ
16.5224 ݎܽ݀/ݏ. A continuación se muestra el primer modo de vibración asociado.  
 
Figura 6.36: Corrimientos del paraboloide hiperbólico en régimen estático 
 
Figura 6.37: corrimientos asociados al primer modo de vibración 
Comparando estos resultados con los obtenidos mediante la solución numérica del apartado 
5.13 y las soluciones de Narita-Leissa y Chakravorty, se observa que los resultados son muy 
próximos, apreciándose una diferencia del 6.0 % para el corrimiento wz y del 3.7 % para la 
frecuencia fundamental, por tanto queda puesta de manifiesto la bondad de la solución 
obtenida. 
Los modos de vibración 2º y 3º son 
 Capítulo 6. Formulación, simulación y validación del elemento serendípito de 20 nodos para el estudio de estructuras 
laminares en coordenadas curvilíneas 
 
118 
 
 
Figura 6.38: Segundo modo de vibración 
 
Figura 6.39: Tercer modo de vibración 
6.7.8. Lámina cilíndrica parabólica 
Lámina cilíndrica parabólica, flecha 0.5013 pulg, de planta cuadrada de 20*20 pulg de 
lado, espesor 0.125 pulg, E=450000 lb/pulg2, coeficiente de Poisson 0.30, sometida a una 
carga uniformemente distribuida de 0.16 lb/pulg2 empotrada en sus bordes. 
Esta lámina es muy próxima a la presentada en 5.13.10 cuya solución dio  ݓ௖ ൌ 0.0465 ݉ 
En este caso se considera la lámina mediante el M.E.F con el elemento hexaédrico e 20 
nodos, adoptando una subdivisión de 10 elementos según el eje X, 10 según el eje Y y 1 
elemento según el eje Z, con las condiciones de contorno especificadas. Los resultados 
obtenidos se muestran en las siguientes figuras y resumidos son:  
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െ0.0293 െ0.0331 െ0.0340 െ0.0331 െ0.0293
െ0.0366 െ0.0418 െ0.0432 െ0.0418 െ0.0366
െ0.0390 െ0.0448 െ0.0464 െ0.0448 െ0.0390
െ0.0366 െ0.0418 െ0.0432 െ0.0418 െ0.0366
െ0.0293 െ0.0331 െ0.0340 െ0.0331 െ0.0293
Tabla 6.20: Corrimientos en el entorno del centro (pulgadas) 
A continuación se presentan los corrimientos en régimen estático 
 
Figura 6.40: Corrimientos en régimen estático lámina cilíndrica de directriz parabólica 
Resultados que son totalmente aceptables y acordes con los resultados de referencia 
anteriores y que las diferencias son insignificantes. 
Por lo que respecta a los modos de vibración se obtienen 
13.2926 14.3024 18.2160 20.3219 23.0500 
26.3307 29.4714 30.8054 37.1409 40.0147 
Tabla 6.21: Diez primeras frecuencias fundamentales de vibración (rad/s) 
De donde se desprende que la frecuencia fundamental vale  13.2926 ݎܽ݀/ݏ. A 
continuación se presenta los tres primeros modos de vibración 
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Figura 6.41: Primer modo de vibración 
 
Figura 6.42: Segundo modo de vibración 
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Figura 6.43: Tercer modo de vibración 
6.7.9. Cálculo dinámico no lineal de placa cuadrada 
Evolución durante el proceso de carga de la flecha central en una placa cuadrada 
empotrada bajo carga uniforme, ,  ߤ ൌ 0 
La solución se puede encontrar en Zienkiewicz (2000). 
En nuestro caso se estudiala placa mediante el M.E.F con el elemento hexaédrico e 20 
nodos, realizando un cálculo no lineal en el que se adopta una subdivisión de 10 
elementos según el eje X, 10 según el eje Y y 1 elemento según el eje Z, con las 
condiciones de contorno de empotramiento en los cuatro bordes. Los resultados obtenidos 
se muestran en las siguientes figuras.  
En el gráfico cargas parametrizadas- corrimientos parametrizados (las magnitudes de 
parametrización se incluyen en la gráfica de Brebbia y Connor) se ha superpuesto la 
solución de referencia con la obtenida en nuestro caso y en ella se observa una 
coincidencia absoluta.  
 Figura 6.44: Gráfico de las cargas parametrizadas-corrimientos parametrizados 
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Por lo que respecta a la evolución durante el proceso de carga de la frecuencia 
fundamental, así mismo a continuación se muestra como dicha frecuencia fundamental 
aumenta cuasi linealmente, en torno al 20%, desde el valor inicial de 81.10 rad/s (ver caso 
práctico 5.13.3) correspondiente al cálculo con la matriz de rigidez lineal k0 de la 
estructura, siendo el modo de vibración asociado a la frecuencia fundamental el ya 
conocido que se representa a continuación. 
 
Figura 6.45: Modo de vibración asociado a la frecuencia fundamental 
6.7.10. Arco de directriz parabólica 
Arco de directriz parabólica de 20 m de luz y flecha variable de 2.5, 5 y 10 m, 0.40m de 
ancho y 0.5 m de canto de su sección  transversal, articulado fijo en un extremo y 
simplemente apoyado en el otro, sometido a una carga puntual horizontal de 10 T en el 
extremo apoyado,  Datos: E=2400000 T/m2, peso específico (  ) 2.4 T/m3, coeficiente de 
Poisson 0.30. 
 
Figura 6.46: Arco de directriz parabólica 
Se simula el arco anterior mediante una lámina, de las dimensiones del arco dado, que se 
estudia mediante el M.E.F. adoptando una subdivisión de 16 elementos según el eje X, 1 
según el eje Y y 1 elemento según el eje Z. Los resultados obtenidos se muestran en las 
siguientes figuras y son:  
 Para el caso a) 
െ 0.0038 െ 0.0060 െ 0.0142 െ 0.0205 െ 0.0252 െ 0.0384 െ 0.0305 െ 0.0317 െ 0.0326
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െ 0.0038 െ 0.0060 െ 0.0142 െ 0.0205 െ 0.0252 െ 0.0384 െ 0.0305 െ 0.0317 െ 0.0326
െ 0.335 െ 0.0347 െ 0.0368 െ 0.0401 െ 0.0448 െ 0.0513 െ 0.0596 െ 0.0695  
െ 0.335 െ 0.0347 െ 0.0368 െ 0.0401 െ 0.0448 െ 0.0513 െ 0.0596 െ 0.0695  
 Tabla 6.22: Corrimientos horizontales caso a) 
A continuación se presentan los corrimientos estáticos debido a las cargas aplicadas 
 
Figura 6.47: Corrimientos del arco en régimen estático 
A continuación en la Tabla 6.23 se presenta las diez primeras frecuencias de vibración   
3.4196 11.6914 20.7046 45.7256 58.3374 
106.1465 113.7621 186.6510 187.2817 270.7220 
Tabla 6.23: Diez primeras frecuencias fundamentales de vibración (rad/s) 
De la tabla anterior se deduce que la primera frecuencia fundamental es de ଵ݂ ൌ
3.4196 ݎܽ݀/ݏ. A continuación se muestra el primer modo de vibración asociado.  
Y el modo de vibración asociado a la frecuencia fundamental es 
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Figura 6.48: Primer modo de vibración del arco parabólico 
 Para el caso b)  
െ 0.0066 െ 0.0354 െ 0.0682 െ 0.0918 െ 0.1076 െ 0.1172 െ 0.1226 െ 0.1255 െ 0.1272
െ 0.0066 െ 0.0354 െ 0.0682 െ 0.0918 െ 0.1076 െ 0.1172 െ 0.1226 െ 0.1255 െ 0.1272
െ 0.1289 െ 0.1319 െ 0.1376 െ 0.1478 െ 0.1644 െ 0.1890 െ 0.2223 െ 0.2644  
െ 0.1289 െ 0.1319 െ 0.1376 െ 0.1478 െ 0.1644 െ 0.1890 െ 0.2223 െ 0.2644  
 Tabla 6.24: Corrimientos caso b) 
A continuación en la Tabla 6.25 se presenta las diez primeras frecuencias de vibración   
3.0152 8.9603 16.5482 36.3277 48.1602 
85.3866 92.6220 152.6654 152.6725 225.0257 
Tabla 6.25: Diez primeras frecuencias fundamentales de vibración (rad/s) 
De la tabla anterior se deduce que la primera frecuencia fundamental es de ଵ݂ ൌ
3.0152 ݎܽ݀/ݏ. A continuación se muestra el primer modo de vibración asociado.  
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Figura 6.49: Corrimientos en régimen estático 
 
Figura 6.50: Primer modo de vibración del arco parabólico caso b) 
 Para el caso c): 
െ 0.0123 െ 0.2283 െ 0.4024 െ 0.5119 െ 0.5664 െ 0.5824 െ 0.5798 െ 0.5756 െ 0.5764
െ 0.0123 െ 0.2283 െ 0.4024 െ 0.5119 െ 0.5664 െ 0.5824 െ 0.5798 െ 0.5756 െ 0.5764
െ 0.5799 െ 0.5864 െ 0.6034 െ 0.6403 െ 0.7038 െ 0.7980 െ 1.9227 െ 1.3428  
െ 0.5799 െ 0.5864 െ 0.6034 െ 0.6403 െ 0.7038 െ 0.7980 െ 1.9227 െ 1.3428  
 Tabla 6.26: Corrimientos caso c)    
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A continuación en la Tabla 6.27 se presenta las diez primeras frecuencias de vibración:  
2.4907 4.3911 9.5664 20.5252 30.2258 
46.3971 54.8412 88.0679 90.2923 137.6279 
Tabla 6.27: Diez primeras frecuencias fundamentales de vibración (rad/s) 
De la tabla anterior se deduce que la primera frecuencia fundamental es de ଵ݂ ൌ
2.4907 ݎܽ݀/ݏ. A continuación se muestra el primer modo de vibración asociado.  
 
Figura 6.51: Corrimientos en régimen estático 
 
Figura 6.52: Primer modo de vibración del arco parabólico caso c) 
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A continuación se resume en forma comparada valores de corrimientos horizontales 
máximos tanto con los teóricos como con los numéricos del apartado 5.13.12.  
f solución teórica soluc numérica 
5.13.12 
soluc numérica 
6.8.10 
Dif (%) 
૛. ૞ 0.0682 0.0732 0.6950 1.9 
૞ 0.2857 0.3031 0.2644 0.8 
૚૙ 1.3265 1.3606 1.3428 1.2 
Tabla 6.28: Comparativa corrimientos horizontales máximos caso a), b) y c)  ሺݑ௠௔௫ሻ 
Resultados que son muy próximos a los teóricos y que proporcionan una mejor 
aproximación que los obtenidos en el apartado 5.13.12. 
Respecto de las frecuencias se tiene que, aunque las diferencias son algo mayores, los 
resultados son muy próximos siendo las diferencias inferiores al 5%.   
f soluc numérica 
5.13.12 
soluc numérica 
6.8.10 
Dif (%) 
૛. ૞ 3.47 3.41 1.7 
૞ 3.17 3.01 5.0 
૚૙ 2.57 2.49 3.1 
Tabla 6.29: Comparativa de frecuencias para las formulaciones del elemento serendípito de 20 nodos en 
arcos de gran curvatura 
6.8. Campo de aplicación y limitaciones de la formulación para el estudio de 
estructuras laminares como sólidos elásticos tridimensionales con comportamiento 
estructural diferenciado 
El buen comportamiento de la formulación presentada en todos los problemas presentados 
permite afirmar que la presente formulación es de aplicación a cálculos estáticos y 
dinámicos de vigas, placas, arcos rebajados y láminas, y ello tanto en lo que se refiere a 
cálculos lineales como no lineales, mejorando incluso la aproximación proporcionada por 
la formulación directa vista en el Capítulo 5.  
Además con esta nueva formulación mejoramos el comportamiento del elemento ante el 
llamado bloqueo trapezoidal que se manifiesta con mayor intensidad en elementos 
formulados en coordenadas cartesianas. 
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Capítulo 7. Conclusiones y futuros trabajos de investigación 
En el presente trabajo se ha estudiado en profundidad el elemento serendípito de 20 nodos 
para el estudio dinámico de placas y láminas.  
Aportaciones. 
‐ Se ha presentado un estado del arte completo en cuanto a la utilización de elementos 
finitos tridimensionales en estructuras laminares y se ha analizado las ventajas de los 
mismos frente a los elementos tipo láminas existentes en la literatura. 
‐ Se ha formulado el elemento serendípito de 20 nodos para el estudio dinámico de 
placas y láminas haciendo hincapié en láminas de doble curvatura tales como el 
paraboloide elíptico e hiperbólico. A saber por el autor, no se conocen 
investigaciones acerca de láminas con forma de paraboloide elíptico en régimen 
dinámico. 
‐ Deducción de unas nuevas ecuaciones de cálculo en régimen geométricamente no 
lineal basada en coordenadas curvilíneas. Las ecuaciones deducidas se han 
desarrollado mediante cálculo tensorial con total generalidad.   
‐ Desarrollo de la matriz de masas del elemento finito serendípito de 20 nodos tanto 
consistente como concentrada. Formulación de una nueva variante a la matriz de 
masas concentrada clásica.  
‐ Formulación en Matlab de este elemento finito con más de 25 rutinas para el estudio 
de los distintos problemas. Para el desarrollo de las ecuaciones deformación – 
desplazamiento en coordenadas curvilíneas se ha desarrollado una subrutina que 
calcula todos los parámetros geométricos de cualquier superficie: tensores de 
curvatura, símbolos de Christoffel de 1ª y 2ª especie etc.  por lo que el elemento 
finito resultante tiene una gran versatilidad y se puede formular para superficies de  
geometría arbitraria. 
Como consecuencia de este estudio podemos extraer además las siguientes conclusiones:  
‐ El elemento finito objeto de estudio presenta un buen comportamiento para el estudio 
de placas y láminas. Con carácter general apreciamos que la formulación de 
elementos de alto orden corrige muchos de los defectos que adolecen los de bajo 
orden. Hemos comprobado cómo el elemento finito de 20 nodos presenta mucho 
mejor comportamiento que el trilineal de 8 nodos, que sufre de un bloqueo severo de 
la matriz de rigidez, tanto en su versión estática como dinámica. 
‐ Se ha formulado una nueva variante de este elemento donde las relaciones 
deformación - desplazamiento se han deducido en coordenadas curvilíneas con objeto 
de mejorar el comportamiento para mallas distorsionadas.  Esta formulación se ha 
deducido tanto para cálculo lineal como para cálculo geométricamente no lineal. El 
bloqueo trapezoidal se minimiza y los resultados son óptimos.  
‐ Se ha deducido y validado la versión dinámica de una teoría de láminas con efectos 
de cortante de 1º orden propuesta por al autor de esta Tesis Doctoral en el congreso 
WCCM 2011.  
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Futuros trabajos de investigación 
El trabajo de investigación que aquí se presenta se limita al estudio elástico de estructuras 
laminares. Se Proponen las siguientes líneas de actuación para darle continuidad al presente 
trabajo: 
‐ Ampliación del modelo propuesto a fenómenos elastoplásticos o plásticos. Esta 
nueva línea de investigación, es más acorde al comportamiento real de los materiales.  
‐ El estudio se ha limitado a problemas de estructuras con grandes desplazamientos. 
Otra posible línea de investigación es el estudio de problemas con grandes 
deformaciones y rotaciones. Los problemas de rotaciones finitas en estructuras 
laminares son problemas que se han estudiado poco y menos aún si añadimos el 
efecto dinámico.     
‐ El estudio que se ha realizado se restringe igualmente a vibraciones sin 
amortiguamiento. La incorporación de las fuerzas de amortiguamiento al estudio no 
ofrece ninguna dificultad pero por su extensión, sería objeto de otra tesis doctoral. 
‐ Otra posible extensión del trabajo interesante es la inclusión de fenómenos de 
impacto.  
Respecto al método de los elementos finitos se ha decantado por un elemento finito 
tridimensional. Los elementos finitos tridimensionales de alto orden aplicados al estudio de 
estructuras laminares han sido poco estudiados, a saber por el autor, según las referencias 
bibliográficas existentes. Gracias a la gran potencia de los ordenadores actuales merece la 
pena profundizar en este tipo de elementos.   
Desde un punto de vista más teórico, un aspecto interesante también a tener en cuenta es el 
estudio de las relaciones deformación desplazamiento en régimen geométricamente no 
lineal.  Podría ser bastante interesante estudiar  la influencia de los términos no lineales en el 
comportamiento estructural. Muchos autores han escrito que la principal influencia en los 
términos no lineales se debe a las deformaciones de membrana pero es una afirmación que, 
en opinión del que suscribe, habría que revisar ya que apenas se han encontrado estudios al 
respecto.  
Con respecto a la no linealidad geométrica en el Método de los Elementos Finitos (MEF), La 
aplicación de la formulación co-rotacional al elemento serendípito de 20 nodos no se ha 
encontrado en la literatura.  
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ANEJO 1. Geometría diferencial en coordenadas curvilíneas no ortogonales y 
formulación variacional del problema laminar 
A.1.1. Definiciones básicas  
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A.1.2. Desplazamientos y tensores de deformación (modelo de  láminas de Naghdi 
con deformación por corte) 
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A.1.3. Formulación variacional del problema laminar 
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A.1.4. Formulación variacional del modelo Shear Membrane Basic Model (s-m-b) 
(Naghdi) 
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ANEJO 2. Geometría diferencial en coordenadas cartesianas e introducción a la 
Teoría de láminas 
A.2.1. Coordenadas curvilíneas en el espacio geométrico ordinario  
Sea el espacio puntual tridimensional geométrico ordinario y en él un sistema de referencia 
cartesiano fijo O, x, y, z y el sistema de vectores básicos 	

  , , 
 . La posición de un 
punto P genérico viene dada por el vector 





       
  ,  (A2.1) 
en donde x, y, z son variables reales (coordenadas cartesianas), que también se puede 
expresar, si    , , , (A2.2) 
por 





   ·  




 . (A2.3) 
Si  son las coordenadas cartesianas del punto P y son las coordenadas cartesianas del 
punto Q, y se define la métrica del espacio puntual (distancia entre P y Q) mediante 
   ! " #$ .%&,'  (A2.4) 
El espacio se denomina Espacio euclídeo y las coordenadas se denominan coordenadas 
euclídeas. El producto escalar euclídeo de dos vectores viene dado por  





 · (





   · #        . (A2.5) 
Si existen tres funciones reales )&, ), )' relacionadas con las anteriores por   *&)&, ), )';   *)&, ), )';   *&)&, ), )' (A2.6) 
en las que f1, f2, y f3 son continuas y con derivadas primeras continuas y el Jacobiano es 
distinto de cero 
,  -, , -)&, ), )' . 0 , (A2.7) 
que asegura que al menos teóricamente se podría despejar:  
)&  Ψ&, , , )  Ψ, , , )'  Ψ', , . (A2.8) 
Se dice que las funciones )&, ), )' constituyen un sistema de coordenadas curvilíneas. 
En estas condiciones se cumple que existe correspondencia biunívoca entre los valores de  , ,  )&, ), )' que definen la posición del punto genérico en el espacio, en el 
sistema de coordenadas elegido. 
El lugar geométrico de los puntos que tienen una coordenada curvilínea constante se 
denomina superficie coordenada. La intersección entre si de las superficies coordenadas 
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darán las líneas coordenadas, es decir, el lugar geométrico de los puntos en los que dos 
coordenadas curvilíneas son constantes.  
La posición de un punto genérico P en el sistema de referencia fijo viene dada por  





  )&, ), )' 

 (A2.9) 
y las ecuaciones vectoriales de las líneas coordenadas serán: 
 - línea coordenada en que )  12,  )'  12: 




   )& 

    
- línea coordenada en que )&  12,  )'  12: 




   ) 

 
- línea coordenada en que )&  12,  )  12: 




   )' 

 
De teoría de curvas se conoce que el vector que se obtiene tras la derivación del vector de 
posición con respecto al parámetro, es un vector, en general no unitario, tangente a la curva 
en el punto considerado. 
Se define como vector natural, al vector que resulta de derivar el vector de posición con 
respecto a una coordenada curvilínea )1, que, según se acaba de exponer, será un vector 
tangente a la línea coordenada )5  12, )6  12, y se denomina por 7


8:   
 7


8=9:;




9<=  9>?9<=  

   9@ 

?9<=  (A2.10) 
pero como la base  

8 es fija y no depende de la variable )&, se tiene que 
 
9@ 

?9<=  0
,  (A2.11) 
y por tanto 
 7


8=9:;




9<=  9>?9<=  

 (A2.12) 
que constituyen un sistema libre de vectores ligado al punto P, ya que anteriormente se 
exigió  
A9>?9<= A . 0, (A2.13) 
y por tanto susceptible de ser tomado como referencia.  
En esta referencia un vector vendrá dado por  
B  )8 ·  7


8 (A2.14) 
y si se toman dos puntos infinitamente próximos M y N el vector CD






 viene dado por  
CD






  EF



  E)8 ·  7


8. (A2.15) 
Si se efectúan los distintos productos escalares entre los vectores naturales y se ordenan en 
forma matriz cuadrada, designándolos por gij, se obtiene 
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G85   7


8 ·  7


5 (A2.16) 
que obviamente es una matriz simétrica. En el caso de que los vectores 7


8 sean ortogonales, 
por lo que también lo serán las líneas coordenadas, se cumplirá 
  7



8 ·  7


5  0 FH H . I (A2.17) 
y la matriz gij será una matriz diagonal. 
El espacio puntual se denomina Espacio de Riemann si la métrica del espacio puntual 
(distancia entre dos puntos) viene dada por 
  J KLEF



 · EF



LMN  J Ogij · dαU · dαU
M
N  (A2.18) 
El siguiente paso que se propone abordar es el cálculo de los vectores que se obtienen al 
derivar los vectores naturales con respecto a las coordenadas curvilíneas.  
Estos nuevos vectores pueden ser obtenidos en la base fija 8sin más que derivar en (A2.12), 
y así obtener 
- 7


5-)5  -
-)8)5  (A2.19) 
o en la base formada por los propios vectores naturales. 
Por definición se denominan símbolos de Christoffel de segunda especie, y se representan 
por el símbolo Γ856, a los coeficientes de combinación lineal que resultan al expresar los 
vectores obtenidos al derivar los vectores naturales con respecto a las coordenadas 
curvilíneas, en la propia base natural. Es decir: 
- 7


5-)5  Γ856  7


6  Γ85&  7


&  Γ85  7


  Γ85'  7


' (A2.20) 
Se denominan símbolos de Christoffel de primera especie, y se representan por Γ85,6 , al 
producto escalar de 9 W


X9<X  
por el vector natural  7


6: 
Γ85,6  - 7


5-)5  7


6 (A2.21) 
Conviene observar que puesto que 
 --)8)5  -
-)5)8 , (A2.22) 
deberá cumplirse  
9 W


=9<X  9 W


X9<= , (A2.23) 
y en consecuencia 
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Γ856  Γ586  Γ85,6  Γ58,6  . (A2.24) 
Por último señalar que los símbolos de Christoffel también pueden obtenerse directamente 
de las siguientes relaciones cuya deducción no se va a tratar aquí 
Γ85,6  12 Z-G86-)5  -G56-)8 " -G85-)6 [ ; Γ85,6  G6 · Γ85 . (A2.25) 
Para profundizar en distintos aspectos de geometría diferencial en coordenadas 
cartesianas se pueden consultar excelentes textos como los de Do Carmo, Sokolnikoff o 
Itskov. 
A.2.2. Geometría de superficies 
Una superficie en el espacio tridimensional es el objeto más elemental dotado de una 
geometría interior, en el sentido de que sobre ella es posible establecer los conceptos 
centrales de la geometría que hagan posible la posterior descripción de los conceptos y 
formas geométricas; a saber: la métrica y la determinación del ángulo de dos curvas 
contenidas en esa superficie que se cortan en un punto. 
Una de las posibles formas de definición de una superficie es expresar la posición de sus 
puntos mediante:  





   ), \ 
   ), \ 
   ), \ 

  (A2.26) 
siendo (x,y,z) coordenadas rectangulares de los puntos de la superficie; ), \ parámetros 
independientes y coordenadas curvilíneas de la superficie; ( 
, , 
) vectores básicos 
unitarios según los ejes coordenados, Figura A2.1. 
 
Figura A2.1: Parametrización de una superficie. Coordenadas convectivas 
A cada conjunto ), \  corresponde un sólo punto de la superficie y constituye un sistema 
de coordenadas para la definición de los puntos. 
En cada punto de la superficie se pueden considerar los vectores tangentes a las líneas 
coordenadas, y con ellos el plano tangente, que se obtienen haciendo ) =cte o \ =cte en 
las ecuaciones paramétricas de la superficie. Pudiendo calcular bien los vectores naturales  7


8 o bien los vectores unitarios tangentes 2
8 por normalización de la base natural. 
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Sus expresiones son: 
 7


8   -




-)8  ]H  1,2  )&, )  ), \^;  2
8   7


8L 7


8L (A2.27) 
Las líneas coordenadas serán ortogonales cuando  7


< sea perpendicular a  7


_, es decir 
 7


< ·  7


_  0. (A2.28) 
La métrica Riemannniana de la superficie, o cuadrado de la diferencial de arco entre dos 
puntos próximos de la superficie, también conocida como "primera forma fundamental" 
de la superficie es: 
`  EF



 · EF



  EF  ! 7


< ·  7


<$E)  2! 7


< ·  7


_$E) · E\  ! 7


_ ·  7


_$E\, (A2.29) 
en donde G85 s on las componentes del tensor métrico. Si se designa g al determinante LG85L, LG85L  G , (A2.30) 
el área de una región de superficie viene dado por  
abB  J OG  E) · E\ , (A2.31) 
y los productos escalar y vectorial de dos vectores se definen en la forma que es conocida. 
A partir del primero de ellos se establece el ángulo de dos curvas contenidas en esa 
superficie que se cortan en un punto, y a partir del producto vectorial de los vectores 
naturales en un punto se establece el vector unitario normal a la superficie en dicho punto. 
c
   W


de W


fL W


de W


fL . (A2.32) 
Como el sentido de c
 vendría condicionado por el orden que se asigne a las curvas 
coordenadas, se tomará este en forma tal que c
 esté dirigido hacia el centro de curvatura. 
Si las líneas coordenadas son ortogonales la primera forma fundamental se escribe como 
`  EF



 · EF



  EF  ! 7


< ·  7


<$E)   7


_ ·  7


_E\ (A2.33) 
que en los textos de geometría diferencial es corriente encontrar con la siguiente 
nomenclatura  
`  EF



 · EF



  EF  aE)  gE\ (A2.34) 
y entonces        
a  ! 7


< ·  7


<$; g   7


_ ·  7


_ (A2.35) 
Así pues en cada punto de la superficie se podra considerar un sistema de referencia !,  7


<,  7


_ , c
$, Figura A2.1, ligado al punto, constituido por los vectores tangentes a las 
líneas coordenadas y el vector normal a la superficie en dicho punto. 
La segunda forma fundamental de la superficie, proyección del vector aceleración sobre 
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la normal, es la forma cuadrática: 
``  h1iFjEF  ZE




EF c
[ EF  - 7


<-) c
E)  2 - 7


<-\ c
 · E) · E\  - 7


_-\ c
E\ (A2.36) 
Siendo h la curvatura de la curva y j el ángulo formado por la normal a la superficie y la 
normal principal de la curva.  
Así mismo también en geometría diferencial es corriente encontrar que la segunda forma 
fundamental se escribe como  
``   · E)  2 · * · E) · E\  G · E\  k85 · E)8 · E)5 (A2.37) 
y entonces 
  - 7


<-) c
; *  - 7


<-\ c
; G  - 7


_-\ c
 (A2.38) 
De la propia definición de la segunda forma fundamental de la superficie se desprende 
que h1iFj  viene dada por el cociente de las dos formas fundamentales de la superficie 
h1iFj  ``` (A2.39) 
Los valores extremos de las curvaturas, de las secciones producidas por planos normales a 
la superficie, en cada punto se designan por k1 y k2 y se conocen con el nombre de 
curvaturas principales. En geometría diferencial se demuestra que estas direcciones son 
perpendiculares. Por  tanto, la superficie puede cubrirse con dos familias de curvas 
ortogonales que llevan siempre la dirección de las direcciones principales. A estas se las 
llama Líneas de curvatura principales. Se demuestra que las líneas de curvatura 
principales coinciden con las líneas coordenadas si, y sólo si, las líneas coordenadas son 
ortogonales 
! 7


< ·  7


_  0$ (A2.40) 
y además se cumple 
9 W


d9_ c
  0. (A2.41) 
En este caso: 
&  a ;   Gg (A2.42) 
Se conoce como "curvatura total" o "curvatura de Gauss" a: 
 l  & ·  (A2.43) 
que en el supuesto caso de que las líneas coordenadas lleven la dirección de las 
direcciones principales tiene por expresión: 
l  & ·   Gag (A2.44) 
Los puntos de la superficie en que K > 0 se denominan elípticos, los de K = 0 parabólicos 
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y los de K< 0 hiperbólicos. Una superficie será elíptica si en todos sus puntos K > 0 e 
hiperbólica si K < 0 en todos ellos. Por los puntos hiperbólicos, parabólicos y elípticos 
pasan respectivamente, dos, una y ninguna líneas asintóticas reales. 
Los coeficientes A y B de la primera forma fundamental de la superficie y las curvaturas 
principales &   no pueden definirse arbitrariamente en función de las coordenadas 
curvilíneas )  \, ya que están todas ellas están ligados y deben satisfacer a las 
Ecuaciones de Codazzi-Gauss  
99<( · g)"& 9m9<  0  ; 99_(& · a)" 9n9_  0  ; 99<(&n · 9m9<) 99_ o&m · 9n9_p  "l& · l · ag (A2.45) 
 
El índice de Gauss clasifica las superficies de las láminas en tres clases:  
1)Índice positivo (K positivo): láminas esféricas, parabólicas y elípticas. 
2)Índice negativo (K negativo): paraboloide hiperbólico 
3)Índice nulo (K = 0): láminas desarrollables, así como las cilíndricas y cónicas. 
Además de las indicadas son ejemplos: 
 Índice de curvatura 
 Nulo Positivo Negativo 
Láminas Revolución Traslación Revolución Traslación Revolución Traslación 
 Conos Cilindros 
Elipsoide y 
paraboloide 
de 
revolución 
Paraboloide 
elíptico 
Hiperboloide 
de 
revolución 
Paraboloide 
hiperbólico 
conoide 
Tabla A2.1: Clasificación de las superficies según el índice de curvatura 
A2.3. Geometría de láminas en coordenadas curvilíneas ortogonales. Componentes 
del tensor métrico y símbolos de Christoffel 
Se supone que para cada tipología estructural de lámina específica se puede tomar un 
sistema de coordenadas curvilíneas ortogonales, es decir que la base natural asociada, que así 
mismo se supone normalizada, Figura A2.2.a, es ortogonal. Por ejemplo para láminas 
cilíndricas las coordenadas polares.  
En otros casos, como el de láminas en que las curvas que resultan de la intersección de la 
superficie con planos y = constante y x = constante respectivamente son cuasi ortogonales, y 
en los que se supone conocida la ecuación de la superficie media de la lámina en la forma   , , si se toma un punto & sobre ella y la coordenada q sobre la normal a la 
superficie, Figura A2.2.b, la posición de un punto P vendrá dada por 
OP




  OP




&   ηn
 (A2.46) 
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Los vectores naturales en los puntos de la superficie se denominan 7
8. En función de ellos 
los vectores naturales en P vale 
-OP




-)&  7
&  η -n
-)& (A2.47) 
Y como -n
-)8  " 1u8 7
8  . (A2.48) 
siendo u8
 
los radios de curvatura, se tiene 
-OP




-)&  7
8 v1 " ηu8w (A2.49) 
 
Figura A2.2: Parametrización de la superficie media de la lámina 
Las componentes del tensor métrico en P,  
G88 FH H . I: G88  0, (A2.50) 
en función del valor que alcanza en los puntos de la superficie, valen 
G88  G88;  -OP




-)8 x -OP




-)8  v1 " ηu8w x !7
8 x 7
8$  v1 " ηu8w x G88yz , (A2.51) 
y por tanto  
OG88  v1 " ηu8w x KG88yz . (A2.52) 
Si se toma )&  ,)   y )'  q, (A2.53) 
con lo que los radios de curvatura vendrán dados por  
&{|  },~~!& },~$  ,      &{  },!& },$ , (A2.54) 
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y según la notación de Monge se llama 
  9}9> ,   9}9, b  9}9>, F  9}9>9, 2  9}9 (A2.55) 
los vectores naturales sobre la superficie en P&,  de vector de posición OP&





  xı  y  zx, yk
, (A2.56) 
son 
7
&    
 7
    
 (A2.57) 
El vector normal a la superficie viene dado por  
c
  7
& x 7
 L7
&x 7
L  "ı " q  k

O1  O1   (A2.58) 
Con lo que la base natural se expresa en la cartesiana por 
7
&  
7
&7
7

 


1 0 0 1 "O1  O1   "O1  O1   1O1  O1  
  ık
  	

 (A2.59) 
Esta última fórmula se ha escrito en forma compacta como 
7
&  	

. (A2.60) 
Las derivadas de las componentes del tensor métrico que valen  
9O==9<  &O== o 9W
=9< x 7
8p, (A2.61) 
tras particularizar resultan 
-OG&&-)&  --)& v1 " ηu&w x KG&&yz  v1 " ηu&w x bO1   -OG&&-)'  --q v1 " ηu&w x KG&&yz  KG&&yz --q v1 " ηu&w  "O1   x 1u& 
(A2.62) 
Pero en general  ηu&  1 (A2.63) 
y se puede prescindir del primero frente al segundo, por lo que queda 
-OG&&-)&  bO1   -OG&&-)  FO1   
(A2.64) 
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-OG&&-)'  "O1   1u& . 
Procediendo de igual manera para las derivadas de G se obtiene 
-OG-)&  2O1   -OG-)  FO1   -OG-)'  --q v1 " ηuw x KGyz  KGyz --q v1 " ηuw  "O1   x 1u 
(A2.65) 
Las derivadas G'' así mismo valen -OB''-)&  0, -OB''-)  0, -OB''-q  0 (A2.66) 
Los símbolos de Christoffel de segunda especie se deducen a partir de sus definiciones 
expresadas por las ecuaciones (A2.20) y (A2.47). 
-7
&-  Γ&&6 7
6  -




-  -- Z7
&  q -c
-[  -- !7
&  q"& · 7
&$ (A2.67) 
En donde & es la curvatura de la línea coordenada y=constante. Sustituyendo 7
&  !7
&     · 
$ (A2.68) 
por su valor y operando se obtiene 
-7
&-  Γ&&6 7
6  -




-  -- Z7
&  q -c
-[  -- !7
&  q"& · 7
&$
 b1 " q&
 " q -&- 7
& 
(A2.69) 
Si se aprecia que la coordenada q cumple: 
" FFib2  q  FFib2  (A2.70) 
y que por tanto de pequeña magnitud y que así mismo las curvaturas en las estructuras 
laminares son pequeñas, el producto q&  será despreciable frente a la unidad. Por tanto la 
expresión anterior, si además si se tiene en cuenta la ecuación (A2.59), se puede escribir 
en forma matricial como 
Γ&&6 7
6  0 0 b8  v"q -&-  0 0w 7
&  0 0 b&7
&  v"q -&-  0 0w 7
& , (A2.71) 
,es decir, 
Γ&&&  Γ&&  Γ&&'   0 0 b&  v"q -&-  0 0w . (A2.72) 
En la misma forma se deduce  
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-7
&-  Γ&6 7
6  -




--  -- Z7
&  q -c
-[  0 0 F&7
&  v"q -&-  0 0w 7
& , (A2.73) 
,es decir, 
Γ&&  Γ&  Γ&'   0 0 F&  v"q -&-  0 0w . (A2.74) 
Si sucesivamente se calculan las derivadas segundas del vector de posición, 
9:;




9>9 , 9:;




9 , 9:;




99 , 9:;




9 , (A2.75) 
se obtienen las relaciones entre los símbolos de K de segunda especie y las curvaturas 
principales de la superficie 
Γ&'&  Γ&'  Γ&''   "& 0 0 Γ&  Γ  Γ'   0 0 2&  v0 " q --  0 w Γ'&  Γ'  Γ''   0 "  0 Γ''&  Γ''  Γ'''   0 0 0. 
(A2.76) 
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ANEJO 3. Estudio de las deformaciones en coordenadas curvilíneas 
A3.1. Deformaciones en coordenadas curvilíneas ortogonales 
Sea el sistema de referencia ligado al punto genérico de estudio P, constituido por los vectores 
naturales ൛ሬ݄Ԧଵ, ሬ݄Ԧଶ, ሬ݄Ԧଷൟ que se suponen son ortogonales, es decir: 
ሬ݄Ԧ௜ · ሬ݄Ԧ௝ ൌ 0 . (A3.1) 
 
Figura A3.1: Vectores naturales. Superficie de referencia 
El vector ܲܳሬሬሬሬሬԦ que define la posición de un punto Q infinitamente próximo a P, expresado en la 
base ሬ݄Ԧଵ viene dado por: 
ܲܳሬሬሬሬሬԦ ൌ ݀ߙ௜ · ሬ݄Ԧ௜, (A3.2) 
y la distancia entre los puntos P y Q (métrica Riemaniana del espacio) por : 
ܲܳሬሬሬሬሬԦ ൌ ݀ߙ௜ · ሬ݄Ԧ௜, (A3.3) 
El cuadrado de la longitud de arco es 
݀ݏଶ ൌ ܲܳሬሬሬሬሬԦ · ܲܳሬሬሬሬሬԦ ൌ ൫݀ߙ௜ · ሬ݄Ԧ௝൯൫݀ߙ௝ · ሬ݄Ԧ௝൯ ൌ ݃௜௝ · ݀ߙ௜ · ݀ߙ௝ , (A3.4) 
que particularizada para la línea coordenada i, en que ߙ௝ ൌ ܿݐ݁ , ߙ௞ ൌ ܿݐ݁ y por ello  
݀ఈೕ ൌ ݀ఈೖ ൌ 0 , (A3.5) 
proporciona la longitud del diferencial de arco sobre esta línea 
݀ݏ௜ ൌ ඥ݃௟௜݀ߙ௜. (A3.6) 
Si se supone que los puntos P y Q genéricos pertenecen a un sólido elástico en equilibrio 
estático y externamente solicitado por un sistema de fuerzas, es claro que tras la deformación, 
los puntos P y Q pasarán a ocupar las posiciones P' y Q', Figura A3.1, siendo el nuevo vector 
de posición del punto P el vector ܱܲᇱሬሬሬሬሬሬሬԦ. Así pues se puede escribir 
ݎԦᇱ ൌ ܱܲሬሬሬሬሬԦ ൅ ܲܲᇱሬሬሬሬሬሬሬԦ . (A3.7) 
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Si al vector corrimiento del punto P (ܲܲᇱሬሬሬሬሬሬሬԦ) 1, se designa por ݑሬԦ2 cuyas componentes en la base 
natural ሬ݄Ԧ௜ son ሼݑଵ, ݑଶ, ݑଷሽ, se tendrá  
ݎԦᇱ ൌ ݎԦ ൅ ݑሬԦ ; (A3.8) 
Si a la base natural ligada a P' se designa por ൛ሬ݄Ԧଵᇲ, ሬ݄Ԧଶᇲ, ሬ݄Ԧଷᇲൟ 3el vector ܲܳᇱሬሬሬሬሬሬሬሬԦ vendrá dado por  
ܲܳᇱሬሬሬሬሬሬሬሬԦ ൌ ݀ߙ௜ · ሬ݄Ԧ௜ , (A3.9) 
y la distancia entre P' y Q' por 
ሺ݀ݏᇱሻଶ൫݀ߙ௜ᇲ · ሬ݄Ԧ௜ᇲ൯൫݀ߙ௝ᇲ · ሬ݄Ԧ௝ᇲ൯ ൌ ݃௜ᇲ௝ᇲ · ݀ߙ௜ᇲ · ݀ߙ௝ᇲ . (A3.10) 
Ahora bien teniendo en cuenta que 
݀ߙ௜ᇲ ൌ
߲ߙ௜ᇲ
߲ߙ௞ ݀ߙ௞ ; ݀ߙ௝ᇲ ൌ
߲ߙ௝ᇲ
߲ߙ௠ ݀ߙ௠ (A3.11) 
Se puede expresar 
ሺ݀ݏᇱሻଶ ൌ ݃௜ᇲ௝ᇲ · ߲ߙ௜
ᇲ
߲ߙ௞
߲ߙ௝ᇲ
· ߲ߙ௠ · ݀ߙ௞ · ݀ߙ௠ , (A3.12) 
que es preferible escribir en la forma  
ሺ݀ݏᇱሻଶ ൌ ൬ሬ݄Ԧ௜ᇲ ·
߲ߙ௜ᇲ
߲ߙ௞ ൰ ቆ
ሬ݄Ԧ௝ᇲ ·
߲ߙ௝ᇲ
߲ߙ௠ቇ · ݀ߙ௞ · ݀ߙ௠ . (A3.13) 
Se define por deformación longitudinal en una determinada dirección PQ, al cociente entre el 
incremento de longitud entre los puntos que se ha originado por la deformación y la distancia 
originaria. Es decir,  
ߝణ ൌ ∆ܮܮ
∆ሺ݀ݏሻ
݀ݏ , (A3.14) 
luego la longitud final del segmento P'Q' se podrá poner como 
݀ᇱݏ ൌ ܲᇱܳᇱ ൌ ݀ݏ ൅ ∆ሺ݀ݏሻ ൌ ݀ݏ ൅ ߝణ · ݀ݏ ൌ ሺ1 ൅ ߝణሻ݀ݏ (A3.15) 
en donde con ߝణ se quiere significar la deformación longitudinal en la dirección ߴ que forma 
OQ con la línea coordenada ߙ . 
Si se sustituyen las expresiones (A3.4) y (A3.13), se tendrá 
ሺ݀ݏᇱሻଶ ൌ ሺ1 ൅ ߝణሻଶ݀ݏଶ ൌ ሺ1 ൅ ߝణሻଶ݃௞௠݀ߙ௞ · ݀ߙ௠ ൌ ൬ሬ݄Ԧ௜ᇲ · ߲ߙ௜
ᇲ
߲ߙ௞ ൰ ቆ
ሬ݄Ԧ௝ᇲ ·
߲ߙ௝ᇲ
߲ߙ௠ቇ · ݀ߙ௞ · ݀ߙ௠ . (A3.16) 
Para transformar esta última ecuación se deriva la ecuación (A3.8) respecto de las coordenadas 
curvilíneas 
߲ݎԦᇱ
߲ߙ௜ ൌ
߲ݎԦ
߲ߙ௜ ൅
߲ݑሬԦ
߲ߙ௜ .. (A3.17) 
El primer miembro se puede escribir en la forma 
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߲ݎԦᇱ
߲ߙ௜ ·
߲ߙ௝ᇲ
߲ߙ௜ , (A3.18) 
y se obtiene 
߲ݎԦᇱ
߲ߙ௜ ·
߲ߙ௝ᇲ
߲ߙ௜ ൌ
߲ݎԦ
߲ߙ௜ ൅
߲ݑሬԦ
߲ߙ௜ (A3.19) 
Pero por definición 
߲ݎԦ 
߲ߙ௜ ൌ
ሬ݄Ԧ௜ , ߲ݎԦ
ᇱ
߲ߙ௜ ൌ
ሬ݄Ԧ௝ , (A3.20) 
por tanto se obtiene 
ሬ݄Ԧ௝ᇲ
߲ߙ௝ᇲ
߲ߙ௜ ൌ
ሬ݄Ԧ௜ ൅ ߲ݑሬԦ߲ߙ௜ (A3.21) 
que sustituida en la expresión (A3.16) da 
ሺ1 ൅ ߝణሻଶ݃௞௠݀ߙ௞ · ݀ߙ௠ ൌ ቆሬ݄Ԧ௞ · ߲ݑሬԦ߲ߙ௞ቇ ቆ
ሬ݄Ԧ௠ · ߲ݑሬԦ߲ߙ௠ቇ · ݀ߙ௞ · ݀ߙ௠ (A3.22) 
Si al vector ݑሬԦ se expresa en la base  ሬ݄ሬሬԦ௞4 en la forma ݑሬԦ ൌ ݑ௠ ·  ሬ݄ሬሬԦ௞5, se sustituye, y se opera 
queda:  
ሺ1 ൅ ߝణሻଶ݃௞௠݀ߙ௞ · ݀ߙ௠
ൌ ൝ሬ݄Ԧ௞ · ሬ݄Ԧ௠ ൅ ሬ݄Ԧ௞ ߲൫ݑ௡
ሬ݄Ԧ௡൯
߲ߙ௠ ൅
߲൫ݑ௡ ሬ݄Ԧ௡൯
߲ߙ௞
ሬ݄Ԧ௠ ൅ ߲൫ݑ௡
ሬ݄Ԧ௡൯
߲ߙ௞
߲൫ݑ௣ ሬ݄Ԧ௡௣൯
߲ߙ௠ ൡ ݀ߙ௞ · ݀ߙ௠
ൌ ൝݃௞௠ ൅ ሬ݄Ԧ௞ ൭߲ሺݑ௡ሻ߲ߙ௠
ሬ݄Ԧ௡ ൅ ݑ௡  ߲൫
ሬ݄Ԧ௡൯
߲ߙ௠ ൱ ൅    
ሬ݄Ԧ௠ ൭߲ሺݑ௡ሻ߲ߙ௞
ሬ݄Ԧ௡ ൅ ݑ௡  ߲൫
ሬ݄Ԧ௡൯
߲ߙ௞ ൱
൅ ൭߲ሺݑ௡ሻ߲ߙ௠
ሬ݄Ԧ௡ ൅ ݑ௡  ߲൫
ሬ݄Ԧ௡൯
߲ߙ௠ ൱ · ൭
߲൫ݑ௣൯
߲ߙ௠
ሬ݄Ԧ௣ ൅ ݑ௣ ߲൫
ሬ݄Ԧ௣൯
߲ߙ௠ ൱ൡ ݀ߙ௞ · ݀ߙ௠ . 
(A3.23) 
Tomando en consideración los símbolos de Christoffel de segunda especie y desarrollando el 
primer y segundo miembros, se obtiene 
ሺ1 ൅ 2ߝణ ൅ ߝణଶሻ݃௞௠݀ߙ௞ · ݀ߙ௠
ൌ ቊ݃௞௠ ൅ ߲
ሺݑ௡ሻ
߲ߙ௠ ݃௞௡ ൅ ݑ௡Γ௡௠
ଵ ݃௞௟ ൅ ߲
ሺݑ௡ሻ
߲ߙ௞ ݃௡௠ ൅ ݑ௡Γ௡௞
ଵ ݃௟௠
൅ ߲ሺݑ௡ሻ߲ߙ௞
߲ሺݑଵሻ
߲ߙ௠ ݃௡௟ ൅
߲ሺݑ௡ሻ
߲ߙ௞ ݑଵΓ௟௠
௜ ݃௡௜ ൅ ݑ௡ ߲
ሺݑଵሻ
߲ߙ௠ Γ௡௞
௜ ݃௜௟
൅ ݑ௡ݑଵΓ௡௞௜ Γ௟௠௜ ݃௜௝ൠ ݀ߙ௞ · ݀ߙ௠ . 
(A3.24) 
 
La expresión (A3.24) sería la general a utilizar para obtener ߝణ cualesquiera que sean los 
valores de las deformaciones y los corrimientos. Ahora bien, si se admite que con 
independencia del valor de los corrimientos las deformaciones son pequeñas, es decir, ߝణes 
pequeño, ߝణଶ podrá ser despreciado frente a la unidad y en consecuencia se obtiene 
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݃௞௠ߝణ݀ఈೖ݀ఈ೘ ൌ
1
2 ൜
߲ݑ௡
߲ߙ௠ ݃௞௠ ൅  ݑ௡Γ௡௠
௟ ݃௞௟ ൅ ߲ݑ௡߲ߙ௞ ݃௡௠ ൅ ݑ௡Γ௡௞
௟ ݃௟௠ ൅ ߲ݑ௡߲ߙ௞
߲ݑ௟
߲ߙ௠ ݃௡௟
൅ ߲ݑ௡߲ߙ௞ ݑ௟Γ௟௠
௜ ݃௡௜ ൅ ݑ௡ ߲ݑ௟߲ߙ௠ Γ௡௞
௜ ݃௜௟ ൅ ݑ௡ݑ௟Γ௡௞௜ Γ௟௠௝ ݃௜௝ൠ ݀ߙ௞݀ߙ௠ . 
(A3.25) 
Haciendo k=m=s se pueden despejar las deformaciones longitudinales ߝ௦, que también se 
denominan como ߝఈ೔,  con  s 1 a  3  
ߝ௦ ൌ 12 ൜2
߲ݑ௦
߲ߙ௦ ൅  ݑ௡Γ௡௦
௥ ݃௦௥
݃௦௦ ൅ ݑ௡Γ௡௦
௥ ݃௥௦
݃௦௦ ൅
߲ݑ௡
߲ߙ௦
߲ݑ௡
߲ߙ௦
݃௡௡
݃௦௦ ൅
߲ݑ௡
߲ߙ௦ ݑ௥Γ௥௦
௜ ݃௡௜
݃௦௦
൅ ݑ௡ ߲ݑ௥߲ߙ௦ Γ௡௦
௜ ݃௜௥
݃௦௦ ൅ ݑ௡ݑ௥Γ௡௦
௜ Γ௥௦௝
݃௜௝
݃௦௦ൠ . 
(A3.26) 
 
A3.1.1. Expresiones en el supuesto de pequeñas deformaciones y pequeños corrimientos 
Si además de que las deformaciones sean pequeñas se considera que también los corrimientos 
son pequeños se podrá establecer en la ecuación (A3.25) la siguiente simplificación: los 
productos de corrimientos, o de sus variaciones, así como los productos de un corrimiento por 
la variación de otro corrimiento son despreciables, es decir, 
ݑ௠ · ݑ௠ ؆ 0  ;  ߲ݑ௠߲ߙ௜ ·
߲ݑ௡
߲ߙ௝ ؆ 0 ;
߲ݑ௠
߲ߙ௜ · ݑ௡ ؆ 0  (A3.27) 
Por tanto la ecuación (A3.25) se reduce a:   
݃௞௠ · ߝҧణ · ݀ఈ௞ · ݀ఈ௠ ൌ 12 ൜
߲ݑ௡
߲ߙ௠ ݃௞௡ ൅ ݑ௡Γ௡௠
ଵ ݃௞௟ ൅ ߲ݑ௡߲ߙ௞ ݃௡௠ ൅ ݑ௡Γ௡௞
ଵ ݃௟௠ൠ ݀ߙ௞ · ݀ߙ௞ . (A3.28) 
A la parte de la deformación que resulta tras prescindir de los términos de segundo orden 
figurados en (A3.27) se conoce como parte principal de la deformación y se denomina por ߝҧణ. 
No obstante en el contexto de pequeñas deformaciones y pequeños corrimientos, es común no 
hacer distinción y designar a la deformación longitudinal simplemente por  εത஬. 
En general, las deformaciones longitudinales según las líneas coordenadas, que se suponen 
ortogonales, en el contexto de pequeñas deformaciones y pequeños corrimientos, se obtienen 
particularizando convenientemente la expresión (A3.28). 
Haciendo k = m =1, se obtiene la deformación longitudinal a lo largo de la línea coordenada  
ߙଵ en la que ߙଶ ൌ ܿݐ݁ y ߙଷ ൌ ܿݐ݁, es decir  ݀ߙଶ ൌ ݀ߙଷ=0. 
݃ଵଵ · ߝఈଵ · ሺ݀ఈଵሻଶ ൌ 12 ൜
߲ݑ௡
߲ߙଵ ݃ଵ௡ ൅ ݑ௡Γ௡௟
ଵ ݃ଵଵ ൅ ߲ݑ௡߲ߙଵ ݃௡௟ ൅ ݑ௡Γ௡௟
ଵ ݃௟௟ൠ ሺ݀ఈଵሻଶ
ൌ 12 ൜2 ·
߲ݑଵ
߲ߙଵ ݃ଵଵ ൅ 2 · ݑ௡Γ௡௟
ଵ ݃ଵଵ ൅ ߲ݑ௡߲ߙଵ ݃௡௟ ൅ ݑ௡Γ௡௟
ଵ ݃௟௟ൠ 
(A3.29) 
 
Por tanto, se puede expresar 
ߝఈభ ൌ
߲ݑଵ
߲ߙଵ ൅ ݑ௡Γ௡ଵ
ଵ . (A3.30) 
Si se opera en igual forma haciendo k = m = 2, se obtiene 
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ߝఈమ ൌ
߲ݑଶ
߲ߙଶ ൅ ݑ௡Γ௡ଶ
ଶ  (A3.31) 
y si hace con k = m = 3, se obtiene 
ߝఈయ ൌ
߲ݑଷ
߲ߙଷ ൅ ݑ௡Γ௡ଷ
ଷ  (A3.32) 
que se puede agrupar en una única expresión en la forma  
ߝఈ೔ ൌ
߲ݑ௜
߲ߙ௜ ൅ ݑ௡Γ௡௜
௜  (A3.33) 
Esta expresión puede ser transformada de la siguiente forma. Primero se calcula Γ௡ଵଵ  
1
2 ቆ
߲݃௜௞
߲ߙ௝ ൅
߲݃௝௞
߲ߙ௜ ൅
߲݃௜௝
߲ߙ௞ ቇ ൌ ݃௞௠Γ௜௝
௠ ൌ ݃௞ଵΓ௜௝ଵ ൅ ݃௞ଶΓ௜௝ଶ ൅ ݃௞ଷΓ௜௝ଷ  (A3.34) 
por ser ݃௜௝ diagonal  
݃௜௝ ൌ 0 ݏ݅ ݅ ് j (A3.35) 
Se puede despejar Γ௜௝ଵ  haciendo k = 1 
݃ଵଵΓ௜௝ଵ ൌ
1
2 ቆ
߲݃௜ଵ
߲ߙ௝ ൅
߲݃௜ଵ
߲ߙ௜ െ
߲݃௜௝
߲ߙଵ ቇ (A3.36)
En particular Γ௡ଵଵ  vale 
ࣔࢍ࢏૚
ࣔࢻ࢐ ൅
ࣔࢍ࢏૚
ࣔࢻ࢏ െ
ࣔࢍ࢏࢐
ࣔࢻ૚ (A3.37) 
En la misma forma se obtendría 
Γ௡ଶଶ ൌ 1ඥ݃ଶଶ
൉ ߲ඥ݃ଶଶ߲ߙ ୬ ; Γ௡ଷ
ଷ ൌ 1ඥ݃ଷଷ
൉ ߲ඥ݃ଷଷ߲ߙ ୬ , (A3.38) 
con lo que en general la ecuación (A3.29) se puede escribir 
ߝఈ ೔ ൌ
߲ݑ௜
߲ߙ ௜ ൅ ݑ௜
1
ඥ݃௜௜
൉ ߲ඥ݃௜௜߲ߙ ௡  (A3.39) 
En estas fórmulas conviene tomar en consideración que las componentes ሺu୧ሻ del vector 
corrimiento no proporcionan los valores reales de los desplazamientos del punto, ya que se 
refieren a las componentes de un vector en una base no unitaria. 
Puesto que se necesitan los valores reales de estos desplazamientos que se designarán como  
v୧, se tendrá que 
ݑሬԦ ൌ ݑ௡ · ݄௡ሬሬሬሬԦ; ݑሬԦ ൌ ݒ௡ · ݐ௡ሬሬሬԦ ൌ ݒ௡ ݄௡
ሬሬሬሬԦ
ห݄௡ሬሬሬሬԦห
ൌ ݒ௡ඥ݃௡௡
݄௡ሬሬሬሬԦ (A3.40) 
en donde a la base normalizada se la ha llamado tనሬሬԦ. Por tanto, 
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ݑ௡ ൌ ݒ௡ඥ݃௡௡
 (A3.41) 
y sustituyendo en la ecuación (A3.33) se obtienen las deformaciones longitudinales según 
líneas coordenadas ortogonales dadas por 
ߝఈ೔ ൌ
߲
߲ߙ௜ ቆ
ݒ௜
ඥ݃௜௜
ቇ ൅ ݒ௡ඥ݃௡௡݃௜௜
߲ඥ݃௜௜
߲ߙ௡  (A3.42) 
A3.1.2. Expresiones de las deformacionespara el problema de Elasticidad tridimensional 
en coordenadas cartesianas 
Si el vector uሬԦ6 es expresa  en la base constituida por el sistema de referencia cartesiano fijo 
ሼO, x, y, zሽ y el sistema de vectores básicos ݁పሬሬԦ ؠ ሺଓԦ, ଔԦ, ሬ݇Ԧሻ, en la forma uሬሬሬԦ ൌ ݑ௠ · ݁݅ሬሬሬԦ, la ecuación 
(A3.28) queda reducida a   
ߝణ݃௞௠݀ߙ௞݀ߙ௠ ൌ 12 ൬
߲ݑ݊
߲ߙ ݉ ݄
݊݇ ൅
߲ݑ݊
߲ߙ ݇ ݄
݊݉ ൅
߲ݑ݊
߲ߙ ݇
߲ݑ݊
߲ߙ ݉൰ ݀ߙ ݇݀ߙ
 ݉ (A3.43) 
En donde ݄௜௞ es la componente i del vector básico ݄௞ሬሬሬሬԦen la base ݁పሬሬሬԦ. 
Si además α ୧ ൌ ሺx, y, zሻ se obtiene 
ߝ ௫ ൌ ߲ݑ߲ݔ ൅
1
2 ቈ൬
߲ݑ
߲ݔ൰
ଶ
൅ ൬߲ݒ߲ݔ൰
ଶ
൅ ൬߲ݓ߲ݔ ൰
ଶ
቉ ; ߝ ௫ ൌ ߲ݒ߲ݕ ൅
1
2 ቈ൬
߲ݑ
߲ݕ൰
ଶ
൅ ൬߲ݒ߲ݕ൰
ଶ
൅ ൬߲ݓ߲ݕ ൰
ଶ
቉ ; ߝ ௫
ൌ ߲ݓ߲ݖ ൅
1
2 ቈ൬
߲ݑ
߲ݖ൰
ଶ
൅ ൬߲ݒ߲ݖ൰
ଶ
൅ ൬߲ݓ߲ݖ ൰
ଶ
቉ 
(A3.44) 
Así mismo si se opera en igual forma en las fórmulas de los deslizamientos, éstos dan 
γ ୶୷ ൌ
∂u
∂y ൅
∂v
∂x ൅ ൬
∂u
∂x
∂u
∂y ൅
∂v
∂x
∂v
∂y ൅
∂w
∂x
∂w
∂y ൰ 
γ ୷୸ ൌ
∂v
∂z ൅
∂w
∂y ൅ ൬
∂u
∂y
∂u
∂z ൅
∂v
∂y
∂v
∂z ൅
∂w
∂y
∂w
∂z ൰ 
γ ୶୸ ൌ
∂u
∂z ൅
∂w
∂x ൅ ൬
∂u
∂x
∂u
∂z ൅
∂v
∂x
∂v
∂z ൅
∂w
∂x
∂w
∂z ൰ 
(A3.45) 
A3.1.3. Expresiones generales de las deformaciones en Láminas, en coordenadas 
curvilíneas ortogonales 
Si se expresa el vector corrimiento en la base natural normalizada, éste vendrá dado por 
ݑሬԦ ൌ ݒଵݐଵሬሬሬԦ ൅ ݒଶݐଶሬሬሬԦ ൅ ݒଷ ሬ݊Ԧ ൌ ݒଵ ݄ଵ
ሬሬሬሬԦ
ห݄ଵሬሬሬሬԦห
൅ ݒଶ ݄ଶ
ሬሬሬሬԦ
ห݄ଶሬሬሬሬԦห
൅ ݒଷ ሬ݊Ԧ ൌ ݒଵඥ݃ଵଵ
݄ଵሬሬሬሬԦ ൅ ݒଶඥ݃ଶଶ
݄ଶሬሬሬሬԦ ൅ ݒଷ ሬ݊Ԧ (A3.46) 
Si para no modificar la nomenclatura, se entiende que en adelante las componentes del 
corrimiento ݑ௜ se refieren a estas últimas en la base natural normalizada, partiendo de (A3.28) 
se pueden expresar las deformaciones longitudinales en la base natural normalizada como 
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ߝ௦ ൌ ߲߲ߙ௦ ቆ
ݑ௦
ඥ݃௦௦
ቇ ቆ ݑ௡ඥ݃௡௡
ቇ
൅ 12 ቈ
߲
߲ߙ௦ ቆ
ݑ௡
ඥ݃௡௡
ቇ ߲߲ߙ௦ ቆ
ݑ௡
ඥ݃௡௡
ቇ ݃௡௡݃௦௦
൅ ߲߲ߙ௦ ቆ
ݑ௡
ඥ݃௡௡
ቇ ቆ ݑ௥ඥ݃௥௥
ቇ Γ௥௦௜ ݃௡௜݃௦௦ ൅ ቆ
ݑ௡
ඥ݃௡௡
ቇ ߲߲ߙ௦ ቆ
ݑ௥
ඥ݃௥௥
ቇ Γ௡௦௜ ݃௜௥݃௦௦
൅ ቆ ݑ௡ඥ݃௡௡
ቇ ቆ ݑ௥ඥ݃௥௥
ቇ Γ௡௦௜ Γ௥௦௝
݃௜௝
݃௦௦቉ (A3.47) 
൅ 12
ۏێ
ێێ
ێۍ
ۉ
ۈ
ۇ 1
ඥ݃௡௡
߲ݑ௡
߲ߙ௦ ൅ ݑ௡
߲ ቆ 1ඥ݃௡௡ቇ
߲ߙ௦
ی
ۋ
ۊ
ଶ
݃௡௡
݃௦௦ ൅
ۉ
ۈ
ۇ 1
ඥ݃௡௡
߲ݑ௡
߲ߙ௦ ൅ ݑ௡
߲ ቆ 1ඥ݃௡௡ቇ
߲ߙ௦
ی
ۋ
ۊ ቆ ݑ௥ඥ݃௥௥
ቇ Γ௥௦௜ ݃௡௜݃௦௦
൅ ቆ ݑ௡ඥ݃௡௡
ቇ
ۉ
ۈ
ۇ 1
ඥ݃௥௥
߲ݑ௥
߲ߙ௦ ൅ ݑ௥
߲ ቆ 1ඥ݃௥௥ቇ
߲ߙ௦
ی
ۋ
ۊ Γ௡௦௜ ௜݃௥݃௦௦ ൅ ቆ
ݑ௡
ඥ݃௡௡
ቇ ቆ ݑ௥ඥ݃௥௥
ቇ Γ௡௦௜ Γ௥௦௝ ௜݃௝݃௦௦
ے
ۑۑ
ۑ
ې
 
Así mismo los deslizamientos, en la base natural normalizada, se expresan por 
ߛଵଶ ൌ ඨ݃ଵଵ݃ଶଶ
߲
߲ߙଶ ቆ
ݑଵ
ඥ݃ଵଵ
ቇ ൅ ඨ݃ଶଶ݃ଵଵ
߲
߲ߙଵ ቆ
ݑଶ
ඥ݃ଶଶ
ቇ
൅ 1ඥ݃ଵଵ௚మమ
ቈቆ߲ݑଵ߲ߙଵ ൅
1
ඥ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଵଵ
߲ߙଶ ݑଶ ൅
߲ඥ݃ଵଵ
߲ߙଷ ݑଷቇ ቆ
߲ݑଵ
߲ߙଶ
െ 1ඥ݃ଵଵ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଵ ݑଶቇ
൅ ቆ߲ݑଶ߲ߙଶ ൅
1
ඥ݃ଵଵ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଵ ݑଵ ൅
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଷ ݑଷቇ ቆ
߲ݑଶ
߲ߙଵ െ
1
ඥ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଵଵ
߲ߙଶ ݑଵቇ
൅ ቆ߲ݑଷ߲ߙଵ െ
߲ඥ݃ଵଵ
߲ߙଷ ݑଵቇ ቆ
߲ݑଷ
߲ߙଶ െ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଷ ݑଶቇ቉ 
(A3.48) 
 
 
ߛଵଷ ൌ ඥ݃ଵଵ ߲߲ߙଷ ቆ
ݑଵ
ඥ݃ଵଵ
ቇ ൅ 1ඥ݃ଵଵ
߲ݑଷ
߲ߙଵ
൅ 1ඥ݃ଵଵ
ቈ൬߲ݑଷ߲ߙଷ൰ ቆ
߲ݑଷ
߲ߙଵ െ
߲ඥ݃ଵଵ
߲ߙଷ ݑଵቇ
൅ ቆ߲ݑଵ߲ߙଵ ൅
߲ඥ݃ଵଵ
߲ߙଷ ݑଷ ൅
1
ඥ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଵଵ
߲ߙଷ ݑଶቇ ൬
߲ݑଵ
߲ߙଷ൰
൅ ቆ߲ݑଶ߲ߙଵ െ
1
ඥ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଵଵ
߲ߙଶ ݑଵቇ ൬
߲ݑଶ
߲ߙଷ൰቉ 
(A3.49) 
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ߛଶଷ ൌ ඥ݃ଶଶ ߲߲ߙଷ ቆ
ݑଶ
ඥ݃ଶଶ
ቇ ൅ 1ඥ݃ଶଶ
߲ݑଷ
߲ߙଶ
൅ 1ඥ݃ଶଶ
ቈቆ߲ݑଶ߲ߙଶ ൅
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଷ ݑଷ ൅
1
ඥ݃ଵଵ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଵ ݑଵቇ ൬
߲ݑଶ
߲ߙଷ൰
൅ ൬߲ݑଷ߲ߙଷ൰ ቆ
߲ݑଷ
߲ߙଶ െ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଷ ݑଶቇ ൅ ቆ
߲ݑଵ
߲ߙଶ െ
1
ඥ݃ଵଵ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଵ ݑଶቇ ൬
߲ݑଵ
߲ߙଷ൰቉ 
(A3.50) 
 
En todas estas expresiones se puede observar que figuran sumandos en los que sólo aparecen 
corrimientos o sus derivadas frente a otros en los existen productos de corrimientos, o 
productos de sus derivadas, o productos de un corrimiento por la derivada de otro corrimiento. 
Puesto que en todo caso estas magnitudes son pequeñas, los términos en los que aparecen tales 
productos podrán ser considerados de segundo orden frente a los sumandos en los que 
solamente aparecen dichas magnitudes. En base a esta consideración se separan ambos tipos 
de sumandos y se pueden escribir las deformaciones como 
ߝ௦ ൌ ߝ௦ഥ ൅ ߝ௦ே ; ߛ௜௝ ൌ ߛపఫതതത ൅ ߛ௜௝ே (A3.51) 
En donde ߝ௦ഥ , ߛపఫതതത constituyen la parte principal de deformaciones longitudinales y 
deslizamientos. A ߝ௦ேy ߛ௜௝ேse denominan parte complementaria de las deformaciones. Las 
expresiones explícitas son 
ߝ௦ഥ ൌ ߲߲ߙ௦ ቆ
ݑ௦
ඥ݃௦௦
ቇ ൅ ቆ ݑ௦ඥ݃௦௦
ቇ Γ௡௦௦ ൌ ߲߲ߙ௦ ቆ
ݑ௦
ඥ݃௦௦
ቇ ൅ ቆ ݑ௡ඥ݃௡௡݃௦௦
ቇ ߲ඥ݃௦௦߲ߙ௡  (A3.52) 
 
ߝ௦ே ൌ 12
ۏێ
ێێ
ێۍ
ۏ
ێێ
ێ
ۍ 1
ඥ݃௡௡
߲ݑ௡
߲ߙ௦ ൅ ݑ௡
߲ ቆ 1ඥ݃௡௡ቇ
߲ߙ௦
ے
ۑۑ
ۑ
ې
݃௡௡
ଶ
൅
ۏ
ێێ
ێ
ۍ 1
ඥ݃௡௡
߲ݑ௡
߲ߙ௦ ൅ ݑ௡
߲ ቆ 1ඥ݃௡௡ቇ
߲ߙ௦
ے
ۑۑ
ۑ
ې
ቆ ݑ௥ඥ݃௥௥
ቇ Γ௥௦௜ ௜݃௥
൅ ቆ ݑ௡ඥ݃௡௡
ቇ
ۏ
ێێ
ێ
ۍ 1
ඥ݃௥௥
߲ݑ௥
߲ߙ௦ ൅ ݑ௥
߲ ቆ 1ඥ݃௥௥ቇ
߲ߙ௦
ے
ۑۑ
ۑ
ې
Γ௡௦௜ ௜݃௥ ൅ ቆ ݑ௡ඥ݃௡௡
ቇ ቆ ݑ௥ඥ݃௥௥
ቇ Γ௡௦௜ Γ௥௦௝ ௜݃௝
ے
ۑۑ
ۑ
ې
 
(A3.53) 
 
 
ߛ ഥଵଶ ൌ ඨ
݃ଵଵ
݃ଶଶ  
߲
߲ߙଶ ቆ
ݑଵ
ඥ ଵ݃ଵ
ቇ ൅ ඨ݃ଶଶ
ଵ݃ଵ
 ߲߲ߙଵ ቆ
ݑଶ
ඥ݃ଶଶ
ቇ
ൌ ඨ݃ଵଵ݃ଶଶ  
ۏ
ێێ
ێ
ۍ 1
ඥ ଵ݃ଵ
߲ݑଵ
߲ߙଶ ൅ ݑଵ
߲ ቆ 1ඥ ଵ݃ଵቇ
߲ߙଶ
ے
ۑۑ
ۑ
ې
൅ ඨ݃ଶଶ
ଵ݃ଵ
 
ۏ
ێێ
ێ
ۍ 1
ඥ݃ଶଶ
߲ݑଶ
߲ߙଵ ൅ ݑଶ
߲ ቆ 1ඥ݃ଶଶቇ
߲ߙଵ
ے
ۑۑ
ۑ
ې
 
(A3.54) 
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ߛேଵଶ ൌ
1
ඥ ଵ݃ଵ݃ଶଶ
ቈቆ߲ݑଵ߲ߙଵ ൅
1
ඥ݃ଶଶ
߲ඥ ଵ݃ଵ
߲ߙଶ ݑଶ ൅
߲ඥ ଵ݃ଵ
߲ߙଷ ݑଷቇ ቆ
߲ݑଵ
߲ߙଶ െ
1
ඥ ଵ݃ଵ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଵ ݑଶቇ
൅ ቆ߲ݑଶ߲ߙଶ ൅
1
ඥ݃ଵଵ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଵ ݑଵ ൅
߲ඥ݃ଵଵ
߲ߙଷ ݑଷቇ ቆ
߲ݑଶ
߲ߙଵ െ
1
ඥ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଵଵ
߲ߙଶ ݑଵቇ
൅ ቆ߲ݑଷ߲ߙଵ െ
߲ඥ ଵ݃ଵ
߲ߙଷ ݑଵቇ ቆ
߲ݑଷ
߲ߙଶ െ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଷ ݑଶቇ቉ 
(A3.55) 
 
ߛ ഥଵଷ ൌ ඥ ଵ݃ଵ  
߲
߲ߙଷ ቆ
ݑଵ
ඥ ଵ݃ଵ
ቇ ൅ 1ඥ ଵ݃ଵ
 ߲ݑଷ߲ߙଵ ൌ ඥ ଵ݃ଵ  
ۏ
ێێ
ێ
ۍ 1
ඥ ଵ݃ଵ
߲ݑଵ
߲ߙଷ ൅ ݑଵ
߲ ቆ 1ඥ ଵ݃ଵቇ
߲ߙଷ
ے
ۑۑ
ۑ
ې
൅ 1ඥ ଵ݃ଵ
߲ݑଷ
߲ߙଵ (A3.56) 
 
ߛேଵଷ ൌ
1
ඥ ଵ݃ଵ
ቈ൬߲ݑଷ߲ߙଷ൰ ቆ
߲ݑଷ
߲ߙଵ െ
߲ඥ ଵ݃ଵ
ߙଷ ݑଵቇ ൅ ቆ
߲ݑଵ
߲ߙଵ െ
߲ඥ ଵ݃ଵ
߲ߙଷ ݑଷ ൅
1
ඥ݃ଶଶ
߲ඥ ଵ݃ଵ
ߙଷ ݑଶቇ ൬
߲ݑଵ
߲ߙଷ൰
൅ ቆ߲ݑଶ߲ߙଵ െ
1
ඥ݃ଶଶ
߲ඥ ଵ݃ଵ
ߙଶ ݑଵቇ ൬
߲ݑଶ
߲ߙଷ൰቉ 
(A3.57) 
 
ߛ ഥଶଷ ൌ ඥ݃ଶଶ  
߲
߲ߙଷ ቆ
ݑଶ
ඥ݃ଶଶ
ቇ ൅ 1ඥ݃ଶଶ
 ߲ݑଷ߲ߙଶ ൌ ඥ݃ଶଶ  
ۏ
ێێ
ێ
ۍ 1
ඥ݃ଶଶ
߲ݑଶ
߲ߙଷ ൅ ݑଶ
߲ ቆ 1ඥ݃ଶଶቇ
߲ߙଷ
ے
ۑۑ
ۑ
ې
൅ 1ඥ݃ଶଶ
߲ݑଷ
߲ߙଶ (A3.58) 
 
ߛேଶଷ ൌ
1
ඥ݃ଶଶ
ቈቆ߲ݑଶ߲ߙଶ ൅
߲ඥ݃ଶଶ
ߙଷ ݑଷ ൅
1
ඥ݃ଵଵ
߲ඥ݃ଶଶ
ߙଵ ݑଵቇ ൬
߲ݑଶ
߲ߙଷ൰ ൅ ൬
߲ݑଷ
߲ߙଷ൰ ቆ
߲ݑଷ
߲ߙଶ ൅
߲ඥ݃ଶଶ
ߙଷ ݑଶቇ
൅ ቆ߲ݑଵ߲ߙଶ െ
1
ඥ݃ଵଵ
߲ඥ݃ଶଶ
ߙଵ ݑଶቇ ൬
߲ݑଵ
߲ߙଷ൰቉ 
(A3.59) 
A3.2. Expresión matricial de la parte principal de deformaciones longitudinales y 
deslizamientos 
La parte principal de las deformaciones longitudinales y deslizamientos (ߝҧ, ߛҧ௜௝) en cada punto 
en forma matricial son dadas por  
ሼߝ௢ሽ ൌ  
ە
ۖۖ
۔
ۖۖ
ۓ ߝҧଵ
଴
ߝҧଶ଴
ߝҧଷ଴
ߛҧଵଶ଴
ߛҧଶଷ଴
ߛҧଵଷ଴ ۙ
ۖۖ
ۘ
ۖۖ
ۗ
=
ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۓ ଵ√௚భభ
డ௨భ
డఈభ ൅ 
௨మ
√௚భభ௚మమ
డ√௚భభ
డఈమ ൅
௨య
ඥ௚యయ௚భభ
డ√௚భభ
డఈయ
ଵ
√௚మమ
డ௨మ
డఈమ ൅ 
௨భ
√௚భభ௚మమ
డ√௚మమ
డఈభ ൅ 
௨య
ඥ௚యయ௚మమ
డ√௚మమ
డఈయ
ଵ
ඥ௚యయ
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డఈభ ۙ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۘ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۗ
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que en forma compacta se puede escribir como 
ሼߝҧሽ ൌ ܮᇱ ൭
ݑଵ
ݑଶ
ݑଷ
൱ ൅ ܮᇱᇱ
ۉ
ۈ
ۈ
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ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
 , (A3.61) 
en donde se ha designado ܮᇱ a la primera matriz en la que figuran los coeficientes de Lamé y 
sus derivadas y ܮᇱᇱ a la segunda matriz en la que figuran sólo los coeficientes de Lamé. 
A3.3. Variación de las deformaciones 
Puesto que ܮᇱ y ܮᇱᇱ no dependen de los corrimientos, la variación de la parte principal de las 
deformaciones se obtiene directamente de la ecuación (A3.61) y tiene la forma 
ߜሼߝҧሽ ൌ ܮᇱߜ ൭
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ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
 (A3.62) 
 Anejo 3. Estudio de las deformaciones en coordenadas curvilíneas 
 
188 
 
Las variaciones de la parte complementaria de las deformaciones ߝே௦, ߛே௜௝,se obtienen tras 
diferenciar en las ecuaciones (A3.53), (A3.55), (A3.57) y (A3.59) obteniendo 
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൅ 2 ቆ ݑଵඥ݃ଵଵ
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ඥ݃ଶଶ
ߜ ߲ݑଶ߲ߙଷ
ی
ۋ
ۊ ቆ ݑଶඥ݃ଶଶ
ቇ Γଶଷଶ ݃ଶଶ ൅ 4
ۉ
ۈ
ۇ߲ ቆ
1
ඥ݃ଶଶቇ
߲ߙଷ ߜݑଶ ൅
1
ඥ݃ଶଶ
߲ݑଶ
߲ߙଷ
ی
ۋ
ۊ ቆ ݑଶඥ݃ଶଶ
ቇ Γଶଷଶ ݃ଶଶ ൅ 2ݑଵߜݑଵΓଵଷଵ Γଵଷଵ
൅ ൅2ݑଶߜݑଶሺΓଶଷଶ ሻଶ 
(A3.65) 
 
ඥ ଵ݃ଵ݃ଶଶߜߛேଵଶ ൌ ݑଵ,ఈమ ߜݑଵ,ఈభ+ ଵ√௚మమ
డ√௚భభ
డఈమ ݑଵ,ఈమߜݑଶ ൅
డ√௚భభ
డఈయ ݑଵ,ఈమߜݑଷ െ
ଵ
√௚భభ
డ√௚మమ
డఈభ ݑଶߜݑଵ,ఈభ െ
ଵ
√௚భభ
డ√௚మమ
డఈభ ݑଶ
ଵ
√௚మమ
డ√௚భభ
డఈమ ߜݑଶ െ
ଵ
√௚భభ
డ√௚మమ
డఈభ ݑଶ
డ√௚భభ
డఈయ ߜݑଷ ൅ ݑଵ,ఈభߜݑଵ,ఈమ ൅
ଵ
√௚మమ
డ√௚భభ
డఈమ ݑଶߜݑଵ,ఈమ ൅
డ√௚భభ
డఈయ ݑଷߜݑଵ,ఈమ െ
ଵ
√௚భభ
డ√௚మమ
డఈభ ቀݑଵ,ఈభ ൅
ଵ
√௚మమ
డ√௚భభ
డఈమ ݑଶ ൅
డ√௚భభ
డఈయ ݑଷቁ ߜݑଶ ൅
ቀݑଶ,ఈభ െ ଵ√௚మమ
డ√௚భభ
డఈమ ݑଵቁ ߜݑଶ,ఈమ ൅
ଵ
√௚భభ
డ√௚మమ
డఈభ ቀݑଶ,ఈభ െ
ଵ
√௚మమ
డ√௚భభ
డఈమ ݑଵቁ ߜݑଵ ൅
డ√௚మమ
డఈయ ቀݑଶ,ఈభ െ
ଵ
√௚మమ
డ√௚భభ
డఈమ ݑଵቁ ߜݑଷ ൅ ቀݑଶ,ఈమ ൅
ଵ
√௚భభ
డ√௚మమ
డఈభ ݑଵ ൅
డ√௚మమ
డఈయ ݑଷቁ ߜݑଶ,ఈభ െ
(A3.66) 
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ଵ
√௚మమ
డ√௚భభ
డఈమ ቀݑଶ,ఈమ ൅
ଵ
√௚భభ
డ√௚మమ
డఈభ ݑଵ ൅
డ√௚మమ
డఈయ ݑଷቁ ߜݑଵ ൅ ቀݑଷ,ఈమ െ
డ√௚మమ
డఈయ ݑଶቁ ߜݑଷ,ఈభ െ
డ√௚భభ
డఈయ ቀݑଷ,ఈమ െ
డ√௚మమ
డఈయ ݑଶቁ ߜݑଵ ൅ ቀݑଷ,ఈభ െ
డ√௚భభ
డఈయ ݑଵቁ ߜݑଷ,ఈమ െ
డ√௚మమ
డఈయ ቀݑଷ,ఈభ െ
డ√௚భభ
డఈయ ݑଵቁ ߜݑଶ 
 
ඥ݃ଶଶߜߛேଶଷ ൌ ݑଶ,ఈయ ߜݑଶ,ఈమ ൅
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଷ ݑଶ,ఈయߜݑଷ ൅
1
ඥ݃ଵଵ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଵ ݑଶ,ఈయߜݑଵ
൅ ቆݑଶ,ఈమ ൅
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଷ ݑଷ ൅
1
ඥ݃ଵଵ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଵ ݑଵቇ ߜݑଶ,ఈయ
൅ ቆݑଷ,ఈమ െ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଷ ݑଶቇ ߜݑଷ,ఈయ ൅ ݑଷ,ఈయߜݑଷ,ఈమ െ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଷ ݑଷ,ఈయߜݑଶ
൅ ݑଵ,ఈయߜݑଵ,ఈమ െ
1
ඥ݃ଵଵ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଵ ݑଵ,ఈయߜݑଶ ൅ ቆݑଵ,ఈమ െ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଵ ݑଶቇ ߜݑଵ,ఈయ 
(A3.67) 
 
ඥ݃ଵଵߜߛேଵଷ ൌ
ቀݑଷ,ఈభ െ డ√௚భభడఈయ ݑଵቁ ߜݑଷ,ఈయ ൅ ݑଷ,ఈయߜݑଷ,ఈభ െ
డ√௚భభ
డఈయ ݑଷ,ఈయߜݑଵ ൅
ݑଵ,ఈయߜݑଵ,ఈభ+డ√௚భభడఈయ ݑଵ,ఈయߜݑଷ ൅
ଵ
√௚మమ
డ√௚భభ
డఈయ ݑଵ,ఈయߜݑଶ ൅
ቀݑଵ,ఈభ ൅ డ√௚భభడఈయ ݑଷ ൅
ଵ
√௚మమ
డ√௚భభ
డఈయ ݑଶቁ ߜݑଵ,ఈయ ൅ ݑଶ,ఈయ ߜݑଶ,ఈభ െ
ଵ
√௚మమ
డ√௚భభ
డఈమ ݑଶ,ఈయߜݑଵ ൅
ቀݑଶ,ఈభ െ ଵ√௚మమ
డ√௚భభ
డఈమ ݑଵቁ ߜݑଶ,ఈయ  , 
(A3.68) 
que se puede expresar en forma matricial  
ߜ
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
ߝேଵ
ߝேଶ
ߝேଷ
ߛேଵଶ
ߛேଶଷ
ߛேଵଷی
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
ൌ
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
௅തభభ
ଶ௚భభ
௅തభమ
ଶ௚భభ
௅തభయ
ଶ௚భభ
௅തమభ
ଶ௚మమ
௅തమమ
ଶ௚మమ
௅തమయ
ଶ௚మమ
௅തయభ
ଶ
௅തయమ
ଶ
௅തయయ
ଶ
௅തరభ
ඥ௚భభ೒మమ
௅തరమ
ඥ௚భభ೒మమ
௅തరయ
ඥ௚భభ೒మమ
௅തఱభ
√௚మమ
௅തఱమ
√௚మమ
௅തఱయ
√௚మమ
௅തలభ
√௚భభ
௅തలమ
√௚భభ
௅തలయ
√௚భభ ی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
ߜ ቆ௨భ௨మ
௨య
ቇ+ 
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
Lധଵଵ
2 ଵ݃ଵ
Lധଵଶ
2 ଵ݃ଵ
Lധଵଷ
2 ଵ݃ଵ
Lധଵସ
2 ଵ݃ଵ
Lധଵହ
2 ଵ݃ଵ
Lധଵ଺
2 ଵ݃ଵ
Lധଵ଻
2 ଵ݃ଵ
Lധଵ଼
2 ଵ݃ଵ
Lധଵଽ
2 ଵ݃ଵ
Lധଶଵ
2݃ଶଶ
Lധଶଶ
2݃ଶଶ
Lധଶଷ
2݃ଶଶ
Lധଶସ
2݃ଶଶ
Lധଶହ
2݃ଶଶ
Lധଶ଺
2݃ଶଶ
Lധଶ଻
2݃ଶଶ
Lധଶ଼
2݃ଶଶ
Lധଶଽ
2݃ଶଶ
Lധଷଵ
2
Lധଷଶ
2
Lധଷଷ
2
Lധଷସ
2
Lധଷହ
2
Lധଷ଺
2
Lധଷ଻
2
Lധଷ଼
2
Lധଷଽ
2
Lധସଵ
ඥ݃ଵଵ݃ଶଶ
Lധସଶ
ඥ ଵ݃ଵ݃ଶଶ
Lധସଷ
ඥ ଵ݃ଵ݃ଶଶ
Lധସସ
ඥ ଵ݃ଵ݃ଶଶ
Lധସହ
ඥ ଵ݃ଵ݃ଶଶ
Lധସ଺
ඥ ଵ݃ଵ݃ଶଶ
Lധସ଻
ඥ ଵ݃ଵ݃ଶଶ
Lധସ଼
ඥ ଵ݃ଵ݃ଶଶ
Lധସଽ
ඥ ଵ݃ଵ݃ଶଶ
Lധହଵ
ඥ݃ଶଶ
Lധହଶ
ඥ݃ଶଶ
Lധହଷ
ඥ݃ଶଶ
Lധହସ
ඥ݃ଶଶ
Lധହହ
ඥ݃ଶଶ
Lധହ଺
ඥ݃ଶଶ
Lധହ଻
ඥ݃ଶଶ
Lധହ଼
ඥ݃ଶଶ
Lധହଽ
ඥ݃ଶଶ
Lധ଺ଵ
ඥ ଵ݃ଵ
Lധ଺ଶ
ඥ݃ଵଵ
Lധ଺ଷ
ඥ ଵ݃ଵ
Lധ଺ସ
ඥ ଵ݃ଵ
Lധ଺ହ
ඥ ଵ݃ଵ
Lധ଺଺
ඥ ଵ݃ଵ
Lധ଺଻
ඥ ଵ݃ଵ
Lധ଺଼
ඥ ଵ݃ଵ
Lധ଺ଽ
ඥ ଵ݃ଵ ی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
ߜ
ۉ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ
ݑଵ,ఈభ
ݑଵ,ఈమݑଵ,ఈయݑଶ,ఈభݑଶ,ఈమݑଶ,ఈయݑଷ,ఈభݑଷ,ఈమݑଷ,ఈయی
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ
 , 
(A3.69) 
con 
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ܮതଵଶ ൌ െ ଵ௚మమ
డ௚మమ
డఈమ ݑଶ,ఈభ+
ଵ
ଶሺ௚మమሻమ ቀ
డ௚మమ
డఈభ ቁ
ଶ ݑଶ ൅ 4݃ଶଶ ቀ ௨భ√௚భభቁ
డቆ భඥ೒మమቇ
డఈభ Γଵଵ
ଶ ൅ 4 ௚భభ√௚మమ ቎
డቆ భඥ೒భభቇ
డఈభ ݑଵ ൅
ଵ
√௚భభ ݑଵ,ఈభ
቉ Γଶଵଵ ൅ 4ඥ݃ଶଶ ቎
డቆ భඥ೒మమቇ
డఈభ ݑଶ ൅
ଵ
√௚మమ ݑଶ,ఈభ቏ Γଶଵ
ଶ ൅ 4݃ଶଶ ௨మ√௚మమ
డቆ భඥ೒మమቇ
డఈభ Γଶଵ
ଶ ൅ 4 ଵ√௚మమ ݑଷ,ఈభΓଶଵ
ଷ ൅
2 ௨భ√௚భభ
ଵ
√௚మమ ሾΓଵଵ
ଵ Γଶଵଵ ଵ݃ଵ ൅ Γଵଵଶ Γଶଵଶ ݃ଶଶ ൅ Γଵଵଷ Γଶଵଷ ሿ ൅ 2 ௨మ௚మమ ሾሺΓଶଵ
ଵ ሻଶ ଵ݃ଵ ൅ ሺΓଵଶଶ ሻଶ݃ଶଶ ൅ ሺΓଶଵଷ ሻଶሿ ൅
2 ଵ√௚మమ ݑଷΓଶଵ
ଵ Γଷଵଵ ଵ݃ଵ 
(A3.70) 
 
ܮതଵଷ ൌ 4݃ଵଵ ൭
ப൬ భඥ೒భభ൰
ப஑భ ݑଵ ൅
ଵ
√௚భభ ݑଵ,ఈభ൱ Γଷଵ
ଵ ൅ 2 ௨భ√௚భభ ሾΓଵଵ
ଵ Γଷଵଵ ݃ଵଵሿ ൅ 4ݑଷΓଷଵଵ ଶ݃ଵଵ ൅
2 ௨మ√௚మమ ሾΓଶଵ
ଵ Γଷଵଵ ݃ଵଵሿ  
(A3.71) 
 
ܮതଶଵ ൌ ଵଶ ቀ
ଵ
௚భభቁ
ଶ ቀడ௚భభడఈమ ቁ
ଶ ݑଵ െ ଵ௚భభ
డ௚భభ
డఈమ ݑଵ,ఈమ ൅ 4
ଵ
√௚భభ ൭
ப൬ భඥ೒భభ൰
ப஑మ ݑଵ ൅
ଵ
√௚భభ ݑଵ,ఈమ൱ Γଵଶ
ଵ ݃ଵଵ ൅
4 ௨భ√௚భభ
ப൬ భඥ೒భభ൰
ப஑మ Γଵଶ
ଵ ݃ଵଵ ൅ ସ√௚భభ
ப൬ భඥ೒మమ൰
ப஑మ ݑଶΓଵଶ
ଶ ݃ଶଶ ൅ ସ√௚భభ
ଵ
√௚మమ ݑଶ,ఈమΓଵଶ
ଶ ݃ଶଶ+ ସ√௚భభ ݑଷ,ఈమΓଵଶ
ଷ ൅
4 ቀ ௨మ√௚మమቁ
ப൬ భඥ೒భభ൰
ப஑మ Γଶଶ
ଵ ݃ଵଵ ൅ ଵ√௚భభ
௨మ
√௚మమ ሾሺΓଵଶ
ଵ ሻଶ݃ଵଵ ൅ ሺΓଵଶଶ ሻଶ݃ଶଶ ൅ ሺΓଵଶଷ ሻଶ ൅ Γଶଶଵ Γଵଶଵ ݃ଵଵ ൅
Γଶଶଶ Γଵଶଶ ݃ଶଶ ൅ Γଶଶଶ Γଵଶଷ ሿ ൅ 2 ቀ ଵ√௚భభቁ ݑଷΓଵଶ
ଶ Γଷଶଶ ݃ଶଶ 
(A3.72) 
 
ܮതଶଶ ൌ  ଵଶ ቀ
ଵ
௚మమቁ
ଶ ቀడ௚మమడఈమ ቁ
ଶ ݑଶ െ ଵ௚మమ
డ௚మమ
డఈమ ݑଶ,ఈమ ൅ 4 ቀ
௨భ
√௚భభቁ
డ൬ భඥ೒మమ൰
డఈమ Γଵଶ
ଶ ݃ଶଶ + ସ√௚మమ ൭
ப൬ భඥ೒భభ൰
ப஑మ ݑଵ ൅
ଵ
√௚భభ ݑଵ,ఈమ
ቇ Γଶଶଵ ݃ଵଵ+ ସ√௚మమ ൭
ப൬ భඥ೒మమ൰
ப஑మ ݑଶ ൅
ଵ
√௚మమ ݑଶ,ఈమ൱ Γଶଶ
ଶ ݃ଶଶ ൅ 4 ௨మ√௚మమ
ப൬ భඥ೒మమ൰
ப஑మ Γଶଶ
ଶ ݃ଶଶ ൅
ସ
√௚మమ ݑଷ,ఈమΓଶଶ
ଷ ൅ ቀ ௨భ√௚భభቁ ቀ
ଵ
√௚మమቁ ሾሺΓଵଶ
ଵ ሻଶ݃ଵଵ ൅ ሺΓଵଶଶ ሻଶ݃ଶଶ ൅ ሺΓଵଶଷ ሻଶ ൅ Γଶଶଵ Γଵଶଵ ݃ଵଵ ൅ Γଶଶଶ Γଵଶଶ ݃ଶଶ ൅
Γଶଶଷ Γଵଶଷ ሿ ൅ 2 ቀ ௨మ௚మమቁ ሾሺΓଶଶ
ଵ ሻଶ݃ଵଵ ൅ ሺΓଶଶଶ ሻଶ݃ଶଶ ൅ ሺΓଶଶଷ ሻଶሿ ൅ ቀ ଵ√௚మమቁ ݑଷሺ2Γଶଶ
ଶ Γଷଶଶ ݃ଶଶሻ ൅
4 ൬ ௨యඥ௚యయ൰
డ൬ భඥ೒మమ൰
డఈమ Γଷଶ
ଶ ݃ଶଶ  
(A3.73) 
 
ܮതଶଷ ൌ 2 ቆ ݑଵඥ ଵ݃ଵ
ቇ Γଵଶଶ Γଷଶଶ ݃ଶଶ ൅ ቆ ݑଶඥ݃ଶଶ
ቇ 2Γଶଶଶ Γଷଶଶ ݃ଶଶ ൅ 2ݑଷሺΓଷଶଶ ሻଶ݃ଶଶ
൅ 4
ۉ
ۈ
ۇ∂ ቆ
1
ඥ݃ଶଶቇ
∂αଶ ݑଶ ൅
1
ඥ݃ଶଶ
ݑଶ,ఈమ
ی
ۋ
ۊ Γଷଶଶ ݃ଶଶ 
(A3.74) 
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ܮതଷଵ ൌ 2 ଵ݃ଵ
ۉ
ۈ
ۇ߲ ቆ
1
ඥ ଵ݃ଵቇ
߲ߙଷ
ی
ۋ
ۊ
ଶ
ݑଵ ൅ 2ඥ݃ଵଵ
߲ ቆ 1ඥ ଵ݃ଵቇ
߲ߙଷ
߲ݑଵ
߲ߙଷ ൅ 4
߲ ቆ 1ඥ ଵ݃ଵቇ
߲ߙଷ ቆ
ݑଵ
ඥ݃ଵଵ
ቇ ଵ݃ଵΓଵଷଵ
൅ 4
߲ ቆ 1ඥ ଵ݃ଵቇ
߲ߙଷ  ݑଵඥ ଵ݃ଵΓଵଷ
ଵ ൅ 2ݑଶଵΓଵଷଵ Γଵଷଵ ൅ 4 ߲ݑଵ߲ߙଷ Γଵଷ
ଵ  
(A3.75) 
 
ܮതଷଶ ൌ 2݃ଶଶ
ۉ
ۈ
ۇ߲ ቆ
1
ඥ݃ଶଶቇ
߲ߙଷ
ی
ۋ
ۊ
ଶ
ݑଶ ൅ 2ඥ݃ଶଶ
߲ ቆ 1ඥ݃ଶଶቇ
߲ߙଷ
߲ݑଶ
߲ߙଷ ൅ 4ඥ݃ଶଶ
߲ ቆ 1ඥ݃ଶଶቇ
߲ߙଷ ݑଶΓଶଷ
ଶ
൅ 4ඥ݃ଶଶ
߲ ቆ 1ඥ݃ଶଶቇ
߲ߙଷ ݑଶΓଶଷ
ଶ ൅ 2ݑଶሺΓଶଷଶ ሻଶ ൅ 4 ߲ݑଶ߲ߙଷ Γଶଷ
ଶ  
(A3.76) 
 
ܮതଷଷ ൌ 0 (A3.77) 
 
ܮതସଵ ൌ 1ඥ݃ଵଵ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଵ ቆݑଶ,ఈభ െ
1
ඥ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଵଵ
߲ߙଶ ݑଵቇ
െ 1ඥ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଵଵ
߲ߙଶ ቆݑଶ,ఈమ ൅
1
ඥ݃ଵଵ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଵ ݑଵ ൅
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଷ ݑଷቇ
െ ߲ඥ݃ଵଵ߲ߙଷ ቆݑଷ,ఈమ െ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଷ ݑଶቇ 
(A3.78) 
 
ܮതସଶ ൌ 1ඥ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଵଵ
߲ߙଶ ݑଵ,ఈమ െ
1
ඥ݃ଵଵ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଵ ݑଶ
1
ඥ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଵଵ
߲ߙଶ
െ 1ඥ݃ଵଵ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଵ ቆݑଵ,ఈభ ൅
1
ඥ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଵଵ
߲ߙଶ ݑଶ ൅
߲ඥ݃ଵଵ
߲ߙଷ ݑଷቇ
െ ߲ඥ݃ଶଶ߲ߙଷ ቆݑଷ,ఈభ െ
߲ඥ݃ଵଵ
߲ߙଷ ݑଵቇ 
(A3.79) 
 
ܮതସଷ ൌ
߲ඥ݃ଵଵ
߲ߙଷ ݑଵ,ఈమ െ
1
ඥ݃ଵଵ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଵ ݑଶ
߲ඥ݃ଵଵ
߲ߙଷ ቆݑଶ,ఈభ െ
1
ඥ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଵଵ
߲ߙଶ ݑଵቇ (A3.80) 
 
ܮതହଵ ൌ െ 1ඥ݃ଵଵ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଵ ݑଶ,ఈయ (A3.81) 
 
ܮതହଶ ൌ െ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଷ ݑଷ,ఈయ െ
1
ඥ ଵ݃ଵ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଵ ݑଵ,ఈయ (A3.82) 
 
ܮതହଷ ൌ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଷ ݑଶ,ఈయ 
(A3.83) 
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ܮത଺ଵ ൌ െ 1ඥ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଵଵ
߲ߙଶ ݑଶ,ఈయ െ
߲ඥ݃ଵଵ
߲ߙଷ ݑଷ,ఈయ (A3.84) 
 
ܮത଺ଶ ൌ 1ඥ݃ଶଶ
߲ඥ ଵ݃ଵ
߲ߙଷ ݑଵ,ఈయ (A3.85) 
 
ܮത଺ଷ ൌ
߲ඥ ଵ݃ଵ
߲ߙଷ ݑଵ,ఈయ 
(A3.86) 
 
Lധଵଵ ൌ 2ݑଵ,ఈభ െ
1
݃ଵଵ
∂݃ଵଵ
߲ߙଵ ݑଵ ൅ 4ඥ݃ଵଵΓଵଵ 
ଵ ൅ 1ඥ݃ଵଵ
Γଶଵଵ ൅ 4݃ଵଵݑଷ ቆ 1ඥ݃ଵଵ
ቇ Γଷଵଵ  (A3.87) 
 
Lധଵଶ ൌ 0 (A3.88) 
 
Lധଵଷ ൌ 0 (A3.89) 
 
Lധଵସ ൌ 2ݑଶ,ఈభ െ
1
݃ଶଶ
∂݃ଶଶ
߲ߙଵ ݑଶ ൅ 4ඥ݃ଶଶ ቆ
ݑଵ
ඥ݃ଵଵ
ቇ Γଵଵଶ ൅ 4ඥ݃ଶଶ ቆ ݑଶඥ݃ଶଶ
ቇ Γଶଵଶ  (A3.90) 
 
Lധଵହ ൌ 0 (A3.91) 
 
Lധଵ଺ ൌ 0 (A3.92) 
 
Lധଵ଻ ൌ 2ݑଷ,ఈభ ൅ 4 ቆ
ݑଵ
ඥ݃ଵଵ
ቇ Γଵଵଷ ൅ 4 ቆ ݑଶඥ݃ଶଶ
ቇ Γଶଵଷ (A3.93) 
 
Lധଵ଼ ൌ 0 (A3.94) 
 
Lധଵଽ (A3.95) 
 
Lധଶଵ ൌ 0 (A3.96) 
 
Lധଶଶ ൌ െ 1ଵ݃ଵ
∂ ଵ݃ଵ
߲ߙଶ ݑଵ ൅ 2ݑଵ,ఈమ ൅ 4 ቆ
ݑଵ
ඥ ଵ݃ଵ
ቇ 1ඥ ଵ݃ଵ
Γଵଶଶ ଵ݃ଵ ൅ 4 ቆ ݑଶඥ݃ଶଶ
ቇ 1ඥ ଵ݃ଵ
Γଵଵଵ ଵ݃ଵ (A3.97) 
 
Lധଶଷ ൌ 0 (A3.98) 
 
Lധଶସ ൌ 0 (A3.99) 
 
Lധଶହ ൌ െ 1݃ଶଶ
∂݃ଶଶ
߲ߙଶ ݑଶ ൅ 2ݑଶ,ఈమ ൅ 4 ቆ
ݑଵ
ඥ ଵ݃ଵ
ቇ 1ඥ݃ଶଶ
Γଵଶଶ ݃ଶଶ ൅ 4ݑଶΓଶଶଶ ൅ 4 ቆ ݑଷඥ݃ଷଷ
ቇ 1ඥ݃ଶଶ
Γଷଶଶ ݃ଶଶ (A3.100) 
 
Lധଶ଺ ൌ 0 (A3.101) 
 
Lധଶ଻ ൌ 0 (A3.102) 
 
Lധଶ଼ ൌ 2ݑଷ,ఈమ ൅ 4 ቆ
ݑଵ
ඥ ଵ݃ଵ
ቇ Γଵଶଵ ൅ 4 ቆ ݑଶඥ݃ଶଶ
ቇ Γଶଶଷ  (A3.103) 
 
Lധଶଽ ൌ 0 (A3.104) 
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Lധଷଵ ൌ 0 (A3.105) 
 
Lധଷଶ ൌ 0 (A3.106) 
 
Lധଷଷ ൌ 2ඥ ଵ݃ଵ
߲ ቆ 1ඥ ଵ݃ଵቇ
߲ߙଷ ݑଵ ൅ 2ݑଵ,ఈయ ൅ 4ݑଶΓଵଷ
ଵ  
(A3.107) 
 
Lധଷସ ൌ 0 (A3.108) 
 
Lധଷହ ൌ 0 (A3.109) 
 
Lധଷ଺ ൌ 2ඥ݃ଶଶ
߲ ቆ 1ඥ݃ଶଶቇ
߲ߙଷ ݑଶ ൅ 4ݑଶΓଶଷ
ଶ ൅ 2ݑଶ,ఈయ
(A3.110) 
 
Lധଷ଻ ൌ 0 (A3.111) 
 
Lധଷ଼ ൌ 0 (A3.112) 
 
Lധଷଽ ൌ 2ݑଷ,ఈయ (A3.113) 
 
 
Lധସଵ ൌ uଵ,஑మ ൅
1
ඥ ଵ݃ଵ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଵ ݑଶ 
(A3.114) 
 
Lധସଶ ൌ uଵ,஑భ ൅
1
ඥ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଵଵ
߲ߙଶ ݑଶ ൅
߲ඥ݃ଵଵ
߲ߙଷ ݑଷ (A3.115) 
 
Lധସଷ ൌ 0 (A3.116) 
 
Lധସସ ൌ uଶ,஑మ ൅
1
ඥ݃ଵଵ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଵ ݑଵ ൅
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଷ ݑଷ (A3.117) 
 
Lധସହ ൌ uଶ,஑భ െ
1
ඥ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଵଵ
߲ߙଶ ݑଵ (A3.118) 
 
Lധସ଺ ൌ 0 (A3.119) 
 
Lധସ଻ ൌ uଷ,஑మ െ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଷ ݑଶ
(A3.120) 
 
Lധସ଼ ൌ uଷ,஑భ െ
߲ඥ݃ଵଵ
߲ߙଷ ݑଵ 
(A3.121) 
 
Lധସଽ ൌ 0 (A3.122) 
 
Lധହଵ ൌ0 (A3.123) 
 
Lധହଶ ൌ uଵ,஑య  (A3.124) 
 
Lധହଷ ൌ uଵ,஑మ െ
1
ඥ݃ଵଵ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଵ ݑଶ (A3.125) 
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Lധହସ ൌ0 (A3.126) 
 
Lധହହ ൌ uଶ,஑య (A3.127) 
 
Lധହ଺ ൌ uଶ,஑మ ൅
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଷ ݑଷ ൅
1
ඥ݃ଵଵ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଵ ݑଵ (A3.128) 
 
Lധହ଻ ൌ0 (A3.129) 
 
Lധହ଼ ൌ uଷ,஑య  (A3.130) 
 
Lധହଽ ൌ uଷ,஑మ െ
߲ඥ݃ଶଶ
߲ߙଷ ݑଶ 
(A3.131) 
 
Lധ଺ଵ ൌ uଵ,஑య  (A3.132) 
 
Lധ଺ଶ ൌ 0 (A3.133) 
 
Lധ଺ଷ ൌ uଵ,஑భ ൅
߲ඥ݃ଵଵ
߲ߙଷ ݑଷ ൅
1
ඥ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଵଵ
߲ߙଷ ݑଶ (A3.134) 
 
Lധ଺ସ ൌ uଶ,஑య  (A3.135) 
 
Lധ଺ହ ൌ 0 (A3.136) 
 
Lധ଺଺ ൌ uଶ,஑భ െ
1
ඥ݃ଶଶ
߲ඥ݃ଵଵ
߲ߙଶ ݑଵ (A3.137) 
 
Lധ଺଻ ൌ uଷ,஑భ (A3.138) 
 
Lധ଺଼ ൌ 0 (A3.139) 
 
Lധ଺ଽ ൌ uଷ,஑భ െ
߲ඥ݃ଵଵ
߲ߙଷ ݑଵ 
(A3.140) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Anejo4. Teoría técnica de cálculo, en el contexto de las teorías de láminas con efectos de cortante de primer orden, para 
estudio de corrimientos y vibraciones de láminas moderadamente gruesas 
 
199 
 
 
 
 
 
 
ANEJO 4 
Teoría técnica de cálculo, en el contexto de las teorías de láminas con 
efectos de cortante de primer orden, para estudio de corrimientos y 
vibraciones de láminas moderadamente gruesas  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Anejo4. Teoría técnica de cálculo, en el contexto de las teorías de láminas con efectos de cortante de primer orden, para 
estudio de corrimientos y vibraciones de láminas moderadamente gruesas 
 
200 
 
A4. Teoría técnica de cálculo, en el contexto de las teorías de láminas con efectos de 
cortante de primer orden, para estudio de corrimientos y vibraciones de láminas 
moderadamente gruesas  
En una comunicación presentada al congreso 10 WCCM 2012 (Decimo Congreso mundial 
de Mecánica Computacional) se exponía una teoría de láminas válida para láminas de 
pendiente suave con un orden de precisión de teorías de láminas de 2º orden, que ofrecía una 
serie de ventajas respecto a todas las formuladas hasta la fecha. Como alguna de las novedades 
que se proponían en esta teoría son: 
• Distribución parabólica de las tensiones tangenciales en el espesor 
• Se establece que en todo punto de la lámina el giro alrededor de eje Z es nulo. Esta 
importante condición se deducía analíticamente para placas según la Teoría de Bolle-
Reissner sin más que establecer el equilibrio en la configuración deformada de la 
misma 
En esta comunicación se deducían unas ecuaciones de equilibrio que venían dadas por: 
	 
 1 
 2 · 
	  
 1  2 · 
   
  

	   1  

  (A4.1) 
 1  2 
	 
 1 
 2 · 
	  
 
   
  

   1  

   (A4.2) 
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  
 	   
 1251     
  
 51  12 ! 

	 
 
+
"#$ % 
  
 "#$&' ( )*+)  "#$ , 
  
 2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.$"/ 0 
(A4.3) 
 1  2 
	  1 
 2 · 
	 
 
 
 51   ,   
 -  0 (A4.4) 
#$ )
'12)'  .$ · )'13)) 
 )'12)'  "#$' , 
  
 -  0  3) , (A4.5) 
donde , ,  son los corrimientos del punto P situado sobre la superficie media, y  son 
las curvaturas principales, t es el espesor ,  es el coeficiente de Poisson , ,  son los giros 
de la normal alrededor de los ejes X e Y.  son los corrimientos verticales, E es el módulo de 
Young y ,  0 son las cargas aplicadas según cada eje. 
Operando convenientemente, estas ecuaciones podían escribirse como un sistema de 
ecuaciones diferenciales desacoplado cargas-corrimientos en la forma: 
	 
 1 
 2 · 
	 
 1  2 · 
   
  

	   1  

  1  2 
	 
 1 
 2 · 
	 
 
   
  

   1  

  
∆∆ 
 ' , 
  
 2-  '  
  )6+)  '  
  )*+)  + "#$ 7 
 
 "#$&8 9 )) ∆ 
 "#$ 7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2∆  :;<  .$"/ ∆0 
∆ 
 51   ,   
 -  0 
∆  51   , 
  
 -  0 
La integración de las tres primeras, considerando las oportunas condiciones de contorno, 
proporcionará los corrimientos (, , ), que tras ser sustituidos en las dos últimas darán los 
giros. Conocidos corrimientos y giros se podrá determinar deformaciones y solicitaciones. 
A continuación se propone validar estas ecuaciones obtenidas para cálculo dinámico.  
A4.1. Oscilaciones transversales en láminas moderadamente gruesas, en pendiente 
suave, y con bordes apoyados 
Al deducir las ecuaciones de las oscilaciones de las bóvedas en pendiente suave se considera 
que el estado de tensión en el interior de la bóveda durante las oscilaciones está definido por 
las ecuaciones de equilibrio. Basándose en ello, las ecuaciones que rigen las oscilaciones se 
pueden obtener, de acuerdo con el principio de D'Alambert, sustituyendo las fuerzas externas  ,   0 que entran en las ecuaciones de equilibrio correspondientes, por las expresiones de 
las fuerzas de inercia.  
La fuerza de inercia elemental vale: =
 
>?  = @>	> (en donde @es la densidad,  el 
espesor y =
 
la derivada segunda temporal) y en consecuencia las ecuaciones del 
movimiento toman la forma 
	 
 1 
 2 · 
	 
 1  2 · 
   
  · 

	  0
 1  2 · 
	 
 1 
 2 · 
	 
 
   
  · 

  0 
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
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  

 
 1251     
  
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1  12 ! 	 ∆ 
 1251     
  
 51  12 !  ∆  1251   

2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 12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@5 ∆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Figura A4.1: Sistemas de coordenadas y dimensiones de lámina en pendiente suave 
Para determinar la frecuencia angular fundamental en vibración libre de la lámina articulada 
en los bordes se satisfacen las condiciones de apoyo en los contornos si la solución de 
corrimientos se expresa mediante 
   B CDEFGH ?I	2J KLF HI2M NOFGHP 
 QKLFPR
   B SDEKLF ?I	2J FGH HI2M NOFGHP 
 QKLFPR
   B SDEKLF ?I	2J KLF HI2M NOFGHP 
 QKLFPR , 
(A4.8) 
que introducida en la ecuación (A4.6) proporciona 
T%?I2J (
 
 1  2 %HI2M(
U CDE 
 1 
 2 %HI2M( %?I2J ( VDE   
  %?I2J ( SDE  0
 1 
 2 %?I2J ( %HI2M( CDE 
 T%HI2M(
 
 1  2 %?I2J (
U VDE   
  %HI2M( SDE  0
 W 1251     
  
 51  12 ! T%?I2J (
 
 %HI2M(
U %?I2J ( 12  
  %?I2J (X CDE
  
  %HI2M( SDE  0 
W 1251     
  
 51  12 ! T%?I2J (
 
 %HI2M(
U %HI2M( 
 12  
  %HI2M(X VDE 
 
SDE Y%?I2J (
Z 
 2 %?I2J (
 %HI2M(
 
 %HI2M(
Z

 , 
  
 2- T12 
 1251   Y%?I2J (
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 %HI2M(
[U[  
@PA W1 
 

51   T%?I2J (
 
 %HI2M(
UX SDE , 
(A4.9) 
que constituyen tres ecuaciones algebraicas para cada modo, que pueden expresarse en forma 
matricial como: 
\\
\]
O O O^O O O^
O^ O^ O^^  @PA W1 
 

51   T%?I2J (
 
 %HI2M(
UX__
_` aCDEVDESDEb  a
000b   ,    (A4.10) 
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donde la matriz de coeficientes tiene por elementos 
O  %?I2J (
 
 1  2 %HI2M(

 
O  O  1 
 2 %HI2M( %?I2J ( O^   
  %?I2J ( 
(A4.11) 
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(A4.12) 
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(A4.13) 
Para que el sistema homogéneo (A4.10) tenga solución distinta de la trivial deberá cumplirse 
que el determinante de la matriz de coeficientes sea nulo 
f\
\]
O O O^O O O^
O^ O^ O^^  @PA W1 
 

51   g c%?I2J (
 
 %HI2M(
dXh_
_`  0 , (A4.14) 
ecuación que permite determinar las frecuencias PDE. La solución de la oscilación viene dada 
por
 
  B NCDE g FGHPDE g  
 CDE g KLF g PDE g RKLF ?I	2J FGH HI2M
E
D,Ei  
  B NVDE g FGHPDE g  
 VDE g KLF g PDE g RKLF ?I	2J FGH HI2M
E
D,Ei
 
(A4.15) 
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  B NSDE g FGHPDE g  
 SDE g KLF g PDE g RKLF ?I	2J FGH HI2M  ,
E
D,Ei  
en la que las constantes CjDE, VjDEy SjDE se determinan mediante las condiciones iniciales 
del movimiento. 
A4.2. Oscilaciones simétricas en láminas cilíndricas circulares moderadamente gruesas 
y en pendiente suave 
En el caso propuesto de oscilaciones longitudinales simétricas en láminas cilíndricas, los 
corrimientos u,v,w no dependen del arco y se puede escribirlos en la forma  
  k	 cosP ;    p	 cosP ;    q	 cosP (A4.16) 
siendo f la frecuencia y t el tiempo. 
 
 
Figura A4.2: Lámina cilíndrica. Sistema de referencia natural y dimensiones 
En las láminas cilíndricas circulares se tiene   0 ,   r. Si además se opta por enfocar  
la resolución de una manera sencilla, como es frecuente, tomando   0, la ecuación (A4.3), 
tomando@=
 
por s0 y sustituyendo la solución dada por (A4.16) da 
tZq	Z 
 12u q  1251  u ∆qv KLFP g   t@qP

A  12@P

5 
q	 v KLFP g  . (A4.17) 
 
Esta ecuación se reescribe como 
12u W
u12 
Zq	Z 
  q  

5 
q	 X  @P

A Wq  

5 
q	 X .
 
(A4.18) 
Esta ecuación describe las oscilaciones simétricas en láminas cilíndricas circulares 
moderadamente gruesas y en pendiente suave. 
Si, adicionalmente, se considera que por ser el espesor (t) pequeño, su cuadrado hace que el 
tercer término del primer miembro es asimismo pequeño frente a los otros dos e igualmente 
en el segundo miembro, queda 
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Zq	Z 
 12u  1  @P
u !  q  0 
 
(A4.19) 
que es exactamente la ecuación diferencial dada por Haas(1962)
 
para describir  las 
ooscilaciones simétricas en láminas cilíndricas circulares delgadas. 
Llamando 
4xZ  12  1u   @1  
P ! , (A4.20) 
 
la ecuación (A4.19) se puede escribir como Zq	Z 
 4xZ q  0 ,
 
(A4.21) 
cuya solución general es 
q  Gy g Nz g KLFx g 	 
 z g FGHx g 	 R 
 G#yg Nz^ g KLFx g 	 
 zZ g FGHx g 	 R. (A4.22) 
Y por tanto la solución del movimiento es 
	,   Gy g Nz g KLFx g 	 
 z g FGHx g 	 R 
 G#y g Nz^ g KLFx g 	 
 zZ g FGHx g	 KLFPg , (A4.23) 
donde C1, C2, C3 y C4 son constantes de integración que junto con la frecuencia f se calculan 
con las condiciones de apoyo y las condiciones iniciales del problema dinámico. 
A4.3. Ejemplos numéricos 
A4.3.1. Vibración placa cuadrada 
Placa cuadrada de 10*10 m de lado, espesor constante de 0.25 m, E=21000000 kN/m2, 
coeficiente de Poisson 0.30, peso específico (@) 24 kN/m3 y articulada fija en sus 4 bordes, 
Caso a) sometida a una carga uniformemente distribuida de 20 kN/m2 ,  
Caso b) sometida a una carga puntual aplicada en el centro de 2000 kN. 
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Figura A4.3: Dimensiones y carga de la placa 
• Caso a) 
Las soluciones teóricas para la placa sometida carga uniformemente distribuida son 
- flecha en el centro (solución de Levy-Nadai)                          
{  0.00406 }ZA  0.00406 20 · 10
Z
30048  0.02702 ? 
- momento flector máximo  
  0.0479}  0.0479 · 20 · 10  95.80 ? 
Las frecuencias naturales para placas delgadas apoyadas en sus cuatro bordes vienen dadas 
por, Leissa (1993) 
PDE  IM A@ H 
 T?MJ U
 
y en el presente caso la frecuencia fundamental, para m=n=1, vale PDE  43.75 J>/ 
 Si ahora es estudia la placa mediante las ecuaciones (A4.14), se obtiene los siguientes 
resultados para la flecha en el centro, momento flector máximo y frecuencia fundamental, 
ver Figura A4.4. 
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Figura A4.4: Corrimientos y momentos flectores en placa cuadrada asociados al primer modo de vibración 
Los resultados que se observan son acordes con los proporcionados por las anteriores 
soluciones teóricas, siendo las diferencias en cualquiera de los casos del orden del 0.2% o 
inferior. 
• Caso b)  
Las soluciones teóricas para la placa sometida carga puntual aplicada en el centro son 
- flecha en el centro 
{  0.0116 }A  0.0116 2000 · 10
Z
30048  0.0772 ? 
- momento flector máximo    0.298  596 ? 
Si ahora se estudia la placa mediante las ecuaciones (A4.14),se obtienen los siguientes 
resultados para la flecha en el centro y momento flector máximo  
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Figura A4.5: Corrimientos y momentos flectores en la sección central asociados al primer modo de vibración 
Resultados que son acordes con los proporcionados por las anteriores soluciones teóricas. 
A4.3.2. Vibración lámina cilíndrica circular de planta cuadrada 
Lámina cilíndrica circular de planta cuadrada de 10*10 m de lado y 15m de radio, espesor 
constante de 0.08 m, E=21000000 kN/m2, coeficiente de Poisson 0.30, peso específico (@) 
24 kN/m3, sometida a una carga uniformemente distribuida de 20 kN/m2 y condiciones 
mixtas de apoyo en sus bordes: 
Borde      MG   0   0 
Borde      MG   0   0 
Borde       0  MG   0 
Borde       0  MG   0 
Tabla A4.1: Condiciones de contorno para lámina cilíndrica circular 
Las condiciones de apoyo corresponden a las descritas por la solución adoptada para bordes 
apoyados por lo que se estudiaron mediante las ecuaciones (A4.14) para cálculo de 
corrimientos y de las frecuencias, obteniendo los siguientes resultados  
- flecha en el centro           
{  0.0067?
 
- frecuencia fundamental P  52.33 J>/F 
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Figura A4.6: Resultados obtenidos para los corrimientos de la lámina cilíndrica asociados al primer modo de  
Vibración 
 
A4.3.3. Vibración lámina con forma de paraboloide elíptico 
Paraboloide elíptico de planta cuadrada de 10*10 m de lado y flecha en las parábolas de los 
bordes de 0.7m, espesor constante de 0.08 m, E=21000000 kN/m2, coeficiente de Poisson 
0.30, peso específico (@) 24 kN/m3, sometida a una carga uniformemente distribuida de 20 
kN/m2 y condiciones mixtas de apoyo en sus bordes. Las condiciones de sustentación vienen 
dadas en la Tabla A4.1. 
 
 
Figura A4.7:Condiciones de contorno para la lámina con forma de paraboloide elíptico 
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Aplicando las mismas ecuaciones teóricas de cálculo que en el epígrafe A4.3.2. se obtienen 
los siguientes resultados en cuanto a la flecha y la frecuencia fundamental. 
- flecha en el centro           
{  0.0038?
 
- frecuencia fundamental P  142.13 J>/F 
 
Figura A4.8: Corrimientos asociados al primer modo de vibración del paraboloide elíptico 
La discusión de la bondad de estos resultados se pospone para el apartado siguiente de 
comprobación del elemento hexaédrico de 20 nodos. 
A4.3.4. Vibración lámina con forma de paraboloide hiperbólico 
Paraboloide hiperbólico de bordes curvos (Hipar) de planta cuadrada de 1*1 m de lado, 
espesor constante de 0.01 m, radios de curvatura iguales y de signo contrario de valor R=2 
m, E=10.92*106 N/m2, coeficiente de Poisson 0.30, densidad ( ρ ) 100 kg/m3, sometida a una 
carga uniformemente distribuida de 20 kN/m2 y y condiciones mixtas de apoyo en sus 
bordes.(Tabla A4.1)  
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Figura A4.9: Condiciones de sustentación para el paraboloide hiperbólico 
Aplicando las mismas ecuaciones teóricas de cálculo que en el epígrafe A4.3.2. se obtienen 
los siguientes resultados en cuanto a la flecha y la frecuencia fundamental. 
- flecha en el centro           
{  0.0848?
 
- frecuencia fundamental P  19.48 J>/F 
 
Figura A4.10: Corrimientos asociados al primer modo de vibración del paraboloide hiperbólico 
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A5. Resolución de los problemas de bifurcación y divergencia del equilibrio (grandes 
corrimientos) en placas y láminas por el M.E.F 
A5.1. Bifurcación del equilibrio en placas y láminas 
Sea el estado de cargas reflejado en la Figura A5.1. Es claro que si las fuerzas exteriores 
valen P, las cargas en los nudos deducidas a partir de P serán función de P, de tal manera que 
si se va incrementando P, se incrementarán en la misma medida las cargas en los nudos. 
 
 
Figura A5.1: Problema de bifurcación del equilibrio en placas 
Una primera alternativa para calcular la estructura es plantear el sistema de ecuaciones 
cargas-movimientos, para la estructura dada, en la forma:      
· ாܲ ൌ ሺܭா ൅ ܭே ௘௦௧ሻ · ܦா  (A5.1) 
La primera duda que surge es como determinar las KNij de los elementos si aún no se 
conocen sus esfuerzos ௜ܰ. El problema se resuelve haciendo un primer cálculo con los ௜ܰ 
nulos, es decir considerando ܭே ௘௦௧ nula, es decir 
· ாܲ ൌ ܭா · ܦா  (A5.2) 
que conducirá a conocer una primera aproximación del valor de los vectores corrimiento de 
los nodos de la estructura. Conocidos unos primeros valores de ܦா se podrían calcular las 
acciones en los nodos de los elementos y con ello deducir un primer valor de los ௜ܰ.  
A continuación se podrá repetir el cálculo con la ecuación (A5.1), en el que ya si se conocerá 
ܭே ௘௦௧, y se obtendrá un nuevo conjunto de valores incógnitas ܦா, es decir, los corrimientos 
de todos los nodos de la estructura. Con este nuevo conjunto de valores se podrá repetir el 
proceso. Y así cuantas veces fuera necesario hasta que la diferencia para el conjunto de 
valores Ni últimamente calculados y el conjunto de valores anterior más reciente sea 
suficientemente pequeña. Los esfuerzos y corrimientos serán los últimos calculados.  
La respuesta para la estructura en este escalón de carga queda representada por el punto 1, 
cuyos valores de cargas y desplazamientos serían ଵܲ y ܦாଵ de la gráfica de la Figura A5.2 
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Figura A5.2: Evolución carga corrimientos 
La segunda duda a resolver hace referencia a la exactitud de la respuesta obtenida ya que al 
ser aproximada  la expresión de ܭഥா ൌ ܭா ൅ ܭே  es evidente que el cálculo sólo será 
aproximado. De lo que no hay duda es de  que siempre será más exacto que la solución lineal 
obtenida con ܭா. 
Ahora se debe reflexionar acerca de la evolución de los corrimientos conforme se aumenta 
P. Se acaba de ver que el proceso a seguir  para alcanzar la solución, para un valor de la 
carga, necesita de efectuar iteraciones sucesivas y ello es así porque el sistema de ecuaciones 
es no lineal. 
En general se dice que un sistema de ecuaciones, ௜ܲ ൌ ܣ௜௝ሺݔ௜ሻ · ݔ௝,  es no lineal cuando los 
coeficientes de las incógnitas ܣ௜௝ son funciones de las propias incógnitas ݔ௜ , . 
En el caso objeto de estudio, representado por las ecuaciones generales (A5.1), no es este 
exactamente, pero se asemeja. Es decir, los términos ܭா ൅ ܭே ௘௦௧ o ܭഥ௘௦௧௥௨௖௧௨௥௔  no son 
directamente funciones de los corrimientos, sino de los esfuerzos Ni, que a su vez son 
funciones de los corrimientos. 
Si a continuación se aumenta el valor de P a P2 , en la Figura A5.2 y se repite todo el 
proceso partiendo como valor inicial de ௜ܰ los últimos calculados, se puede conocer la 
respuesta de la estructura, al igual que antes, que vendría representada por el punto 2, y así 
sucesivamente. 
La pregunta que se platea ahora es: ¿entonces para conocer esta respuesta de la estructura 
conforme va aumentando el valor de P, te tienen que aplicar varios escalones de carga y en 
cada uno de ellos efectuar el proceso no lineal descrito? La respuesta a esta pregunta es sí, si 
lo que se busca es conocer la forma de evolución de la respuesta DE en función del valor de 
la carga Pi, es decir la forma de la curva. Si lo que se busca es un punto límite a partir del 
cual la estructura haya agotado su capacidad resistente, la respuesta a la pregunta es no. En 
efecto, notar que una vez que se efectúa la primera parte del proceso correspondiente a un 
determinado valor P, tal como P1, los coeficientes del sistema de ecuaciones, es decir los  
elementos de  ܭா ൅ ܭே ௘௦௧  son conocidos y en general la matriz ܭா ൅ ܭே ௘௦௧ será no singular 
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y admitirá inversa y por tanto a un conjunto de valores Pi corresponderán un único conjunto 
de valores Di.  
Si se aumenta P a λ·P, los valores de KE siguen siendo los mismos anteriores, pero los de la 
matriz ܭே ௘௦௧ quedan afectados del multiplicador λ ya que se obtienen por la aportación de 
las matrices de rigidez de los elementos y estas a su vez valen λ·N. Quiere decir esto que la 
matriz de coeficientes del sistema vale 
ܭா ൅ ܭே ௘௦௧  (A5.3)
que para determinados valores de λ, puede ser singular, es decir, su determinante igual a cero 
|ܭா ൅ ߣܭே ௘௦௧| ൌ 0 (A5.4)
y el sistema de ecuaciones dejaría de tener solución y pasaría a ser o bien incompatible o 
bien indeterminado. Es incompatible, problema de divergencia de equilibrio, si P es no nulo. 
Entonces  para un pequeño incremento de la carga en el entorno de Pcrit, Figura A5.3, los 
corrimientos se hacen desmesuradamente grandes, tangente horizontal o cuasi-horizontal, 
entonces el determinante de la matriz de rigidez de la estructura es nulo y la matriz se hace 
singular. 
 
Figura A5.3: Problema de divergencia del equilibrio 
El sistema de ecuaciones será indeterminado, problema de bifurcación del equilibrio, si 
siendo P nulo, también el determinante |ܭா ൅ ߣܭே ௘௦௧| es nulo (condición de 
indeterminación). Es decir en las condiciones teóricas en que se han deducido ܭாy ܭே ௘௦௧, es 
posible el equilibrio de la estructura en geometrías deformadas alternativas a la inicial. 
Se tiene que buscar el menor valor de λ, es decir, el menor valor de P, para el que se cumple 
la condición anterior. Al valor de Pcrit se la conoce como carga crítica elástica de la 
estructura. 
Ahora bien, la matriz de rigidez de la estructura es simétrica y de elementos reales, y este 
problema es un problema típico de autovalores del que se conoce de Álgebra: 
‐ Que el polinomio característico deducido de anular el determinante del sistema, es 
del mismo grado que el orden de la matriz. 
‐ Que los autovalores son reales y son las raíces del polinomio característico anterior. 
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‐ Que a cada autovalor simple queda asociado un vector propio DE y que los vectores 
propios son linealmente independientes. Si el autovalor es múltiple, la dimensión del 
subespacio vectorial asociado coincide con el orden de multiplicidad del autovalor. 
Es decir, siempre se puede deducir tantos vectores propios linealmente 
independientes asociados a ese autovalor, como índice de multiplicidad tiene. 
En definitiva, en el presente problema existen tantas cargas críticas como orden de la matriz  
ܭா ൅ ߣܭே ௘௦௧ y asociados a dichos autovalores otros tantos vectores propios asociados a ellos 
denominados Modos de Pandeo, que pueden emplearse como coordenadas para definir la 
deformación de la estructura bajo una carga arbitraria cualquiera. 
Como se ha comentado, interesa la menor carga crítica, que recibe el nombre de carga crítica 
elástica de la estructura, y el modo de pandeo asociado que indicará la forma de pandeo de 
dicha estructura, aunque bien es cierto que quedan indeterminados los corrimientos de los 
nudos. Alcanzado ese valor de la carga ya no se puede garantizar cual será la deformada de 
la estructura, produciéndose bifurcación del equilibrio, y por tanto se admite que para ese 
valor se agota la capacidad resistente de la misma. 
Aunque el razonamiento seguido parece en principio aplicable para cualquier tipo de lámina, 
sólo se puede afirmar que el tema no está resuelto y que en cada caso habría que investigar la 
bondad de la solución así obtenida. Lo que sí es seguro es la fiabilidad de la respuesta 
obtenida, siempre que se esté por debajo del límite elástico, mediante el estudio no lineal que 
se explica en los siguientes epígrafes. 
A5.2. Grandes corrimientos en Placas y láminas. Problema de divergencia del 
equilibrio. Método de Newton-Raphson y Método de aproximación directa 
Se dice que un sistema de ecuaciones, ௜ܲ ൌ ܣ௜௝ሺݔ௜ሻ · ݔ௝,  , es no lineal cuando los 
coeficientes de las incógnitas ܣ௜௝ son funciones de las propias incógnitas xi y por tanto no 
resoluble directamente. 
En este caso, cálculo de estructuras, el problema puede ser la resolución de sistemas de 
ecuaciones cargas-movimientos del tipo 
௘ܲ௦௧ ൌ Φ௘௦௧ሺܦሻ (A5.5) 
A5.2.1. Método de Newton-Raphson 
Sea ௘ܲ௦௧ ൌ Φ௘௦௧ሺܦሻel sistema no lineal a resolver tal que para el nivel de cargas dado ாܲ 
tenga por solución ܦா (Figura A5.4). Si se conoce una solución suficientemente 
aproximada ۃ ாܲ , ܦாۄ y una cantidad suficientemente pequeña ߤ, se podría escribir 
ݎ݁ݏ݅݀ݑ݋ሺ ாܲ െ ௡ܲሻ ൌ ݎ݁ݏ݅݀ݑ݋ሺΦா െ Φ௡ሻ ൑ ߤ . (A5.6) 
Ahora bien si se desarrolla en serie de Taylor la función  ߔ௡ሺܦ ሻ, truncando el desarrollo en 
el segundo término, y se denomina matriz de rigidez tangente en n a  ܭ் ൌ ቀడ஍డ஽ቁ௡, se obtiene 
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Φሺܦ௡ାଵሻ ൌ Φሺܦ௡ሻ ൅ ൬߲Φ߲ܦ൰௡ ∆ܦ
௡ ൌ Φሺܦ௡ሻ ൅ ܭ்∆ܦ௡ (A5.7) 
 
Figura A5.4: Método de Newton-Raphson para cálculos no lineales de estructuras  
Conjugando las ecuaciones (A5.5) y (A5.7), tomando PE como Φሺܦ௡ାଵሻ y además 
estimando que el residuo tiende a cero, Figura A5.5, queda 
ாܲ െ  ሺΦሺܦ௡ሻ ൅ ܭ்∆ܦ௡ሻ ൌ 0 , (A5.8)
de la que se puede despejar ∆ܦ௡ 
∆ܦ௡ ൌ KTିଵ ൉ ሾPE െ ΦሺD୬ሻሿ . (A5.9)
Repitiendo el proceso a partir del punto b se encuentra el punto c y así sucesivamente, Figura 
A5.5. 
 
Figura A5.5: Cálculo de la matriz de rigidez tangente. Iteraciones en el método de Newton-Raphson 
El proceso operativo es:          
a) Se fija un nivel inicial de cargas ܲ௔, ܲ௔ ൌ Φሺܦ௔ሻ,  suficientemente bajo como para 
asegurar un comportamiento lineal de la estructura, con lo que se obtiene una primera 
solución a partir de un cálculo lineal mediante PEST=KEST·DEST .  
b) Cálculo de  ܭ் ௘௟௘௠௜௝  y ensamblaje para la obtención de ܭ் ௘௦௧௥௨௖௧௨௥௔    
c) Cálculo mediante (A5.9) de ܣܦ௡ ൌ ܭ்ି ଵሺ ாܲ െ Φሺܦ ௡ሻሻ.  
d) Nueva solución mediante ܦ௡ାଵ ൌ ܦ௡ ൅ Δܦ௡ 
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e) Se efectúan la segunda y siguientes etapas repitiendo los pasos b) a d) sucesivamente. 
A5.2.2. Método de aproximación directa 
Alternativamente se puede plantear que si se conoce un conjunto de valores ሺܲ௔, ܦ௔ሻ que 
satisface la ecuación a resolver, se puede obtener otro conjunto ሺܲ௕, ܦ௕ሻ, representado por el 
punto b de la Figura A5.6, tal que 
Pୠ ൌ Pୟ ൅ ∆Pୟy Dୠ ൌ Dୟ ൅ ∆Dୟ, aD  Pୠ ൌ Pୟ ൅ ∆Pୟ  (A5.10)
a partir de:  
∆Dୟ ൌ ሺKTିଵሻୟ ൉ ൣΦ൫Dୠ൯ െ ሺDୟሻ൧ ൌ ሺKTିଵሻୟ ൉ ∆Pୟ . (A5.11)
Siendo ሺܭ்ሻ௔ la matriz de rigidez tangente en el punto a , Figura A5.6. 
Es claro que en realidad el punto que verdaderamente se obtiene es el punto b’ de la Figura 
A5.6, no obstante este último es suficiente próximo al b a condición de que Δܲ௔ sea 
suficientemente pequeño. Repitiendo el proceso a partir del punto b se obtiene el punto c y 
así sucesivamente. 
El proceso operativo es, ver Figura A5.6: 
a) Se fija un nivel inicial de cargas ܲ௔, ܲ௔ ൌ Φሺܦ௔ሻ , suficientemente bajo como para 
asegurar un comportamiento lineal de la estructura, con lo que se obtiene una primera 
solución a partir de un cálculo lineal mediante ாܲௌ் ൌ ܭாௌ் · ܦாௌ்.  
b) Cálculo de ܭ் ௘௟௘௠௜௝  y ensamblaje para la obtención de ܭ் ௘௦௧௥௨௖௧௨௥௔  
c) Cálculo de ∆ܦ௔ ൌ ሺܭ் ௘௦௧௥௨௖௧௨௥௔ିଵ ሻ௔ ൉ ∆ܲ௔. 
d) Nueva solución mediante ܦ௕ ൌ ܦ௔ ൅ ∆ܦ௔ 
e) Se efectúan la segunda y siguientes etapas repitiendo los pasos b) a d). ாܲௌ் ൌ ܭாௌ் ·
ܦாௌ் 
 
Figura A5.6: Método de aproximación directo para cálculo no lineal de estructuras 
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Anejo 6. Programación del elemento finito serendípito de 20 nodos 
Descripción de los programas 
La filosofía de programación para las dos formulaciones que se incluyen en el presente 
documento es la misma, comparten gran parte de las subrutinas y sólo se diferencian en 
aquellas rutinas referentes a pasos específicos de cada formulación. Es por ello que a 
continuación se hace  una exposición general tomando como base la formulación en 
coordenadas cartesianas del elemento serendípito de 20 nodos para el estudio de 
estructuras laminares (Capítulo 5) y a continuación sólo hacemos referencia a las rutinas 
específicas correspondientes a la formulación del elemento srendípito de 20 nodos para el 
estudio de estructuras laminares, en coordenadas curvilíneas (Capítulo 6). 
No obstante lo anterior, conviene indicar que tanto en el momento presente de descripción de 
los programas como a continuación en la copia de los programas, y al objeto de no 
sobrecargar la documentación con información poco significativa, que sólo se incluyen  las 
rutinas más relevantes y que entendemos que el propio nombre de la rutina junto con la 
aclaración del parágrafo del documento a que hace referencia describen de forma fehaciente 
el objeto de cada rutina. 
Los programas se han desarrollado en el lenguaje de alto nivel MATLAB. 
Programa general 
El programa general a ejecutar es 
LAMINASHEXPLRECT 
Este programa solicita los datos del caso a estudiar dentro de la tipología estructural escogida 
y llama a los subprogramas principales: DATOSLAMINASHEXPLRECT, MACSHEXPR, 
MRELHEX y NWRhex. 
Subprogramas principales: 
 DATOSLAMINASHEXPLRECT: Se ocupa de almacenar las variables que indican 
la tipología estructural escogida, así como todas las características físicas y geométricas de la 
lámina (o como caso particular viga, arco o placa) objeto de estudio, las variables que  
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 indican el mallado a realizar (planta rectangular o circular), y tipo de cálculo a 
realizar (estático lineal, no lineal o dinámico). 
 MACSHEXPR:Su función es la de realizar el modelado (mallado y numeración de 
los nodos de la estructura) para lo cual se auxilia de las rutinas secundarias 
CATCPRHEXymatcoordnodelem, y establecer la correspondencia (conexión) entre nodos y 
aristas de los elementos y nodos y bordes de la estructura. 
 MRELHEX: En primer lugar se ocupa de calcular las cargas y fijar las coacciones en 
los nodos de la estructura para lo cual se auxilia, entre otras, de las rutinas 
segundarias:CQMCSTHEX,macargasaristas, acoaccbordyapoyaisl, macoaccionesaristas, 
macoaccLAMdiafrag. 
En segundo lugar tiene la misión de formar las matrices de rigidez y de masa de los 
elementos y de la estructura (ensamblaje). Previamente confecciona las matrices de rigidez y 
de masa de los elementos mediante la rutina segundaria Marilahex. Esta rutina a su vez llama 
a las rutinas elementales: matfunforma , derivNfuncrxi,,derivNretai (, integNIig4entresdirecc 
( o por ejemplo en su lugar integNIig5PM2enESPtresdireccpara integración de distinto 
orden sobre la superficie media y en la dirección del espesor de la lámina), 
matmasasconcentradas, y en su caso matcargasCONSISTnodoselemy matmasasconsistente . 
En tercer lugar resuelve el sistema de ecuaciones de la estructura para obtener los 
corrimientos nodales en coordenadas globales, valor de las tensiones en el centro de los 
elementos y valor de los esfuerzos de membrana y de flexión. También dispone la impresión 
de resultados en forma numérica y gráfica. A su vez hace uso de las de las rutinas 
segundariastenscentroelementosy MOMFLECTcallincentelem.  
A continuación resuelve el problema de autovalores correspondiente a la determinación de 
las frecuencias en el problema dinámico de la estructura, clasificando las referidas 
frecuencias por su valor para seleccionar las diez más bajas que serán las asociadas a los diez 
primeros modos de vibración de la estructura. Así mismo también dispone en esta fase la 
impresión de resultados en forma numérica y los tres primeros modos de vibración de forma 
gráfica. 
 NWRhex: Su función es la de  realizar el cálculo no lineal según se detalla en el 
Anejo 5, bien por el método de Newton-Raphson o por el de aproximación directa. Para ello 
se necesita calcular nlB  de elemento mediante  cabnlhex . A continuación llama a las rutinas 
matrizG , caKtens y MRELtangytensHEX ( Tk de elemento y de estructura). La matriz de 
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rigidez tangente puede ser calculada en todas las iteraciones del escalón de carga o sólo al 
comienzo del mismo de acuerdo con el método de Newton-Raphson modificado. También 
mediante CAFIESTRUC calcula est (Anejo 5). 
Las subrutinas NWRS1corrmax, NWRS2gftens, NWRS3gfdesp, NWRS4defplast, 
NWRS5dcorrcolap , se ocupan de la presentación de resultados en forma numérica y gráfica. 
A final de del escalón de carga y mediante la rutina frecescalcarg resuelve el problema de 
autovalores correspondiente a la determinación de las frecuencias en el problema dinámico 
de la estructura, clasificando las referidas frecuencias por su valor para seleccionar la más 
baja, frecuencia fundamental, que es la asociada al primer modo de vibración de la 
estructura. 
Este dato es almacenado para al final del proceso de carga presentar el gráfico de evolución 
del valor de la  frecuencia fundamental conforme se desarrolla el proceso de carga Por lo que 
respecta a las rutinas específicas para formación de las matrices de rigidez de elemento y de 
estructura, así como las matrices de rigidez tangente, correspondientes a la formulación del 
elemento serendípito de 20 nodos para el estudio de estructuras laminares (Capítulo 6), son: 
CL1BN ( L ), CL2BN ( L 2), compcorrUyTETA( ïu  y  ï, ju   ), matcambbasenodoselem , 
vectnathi (Anejo 2), SimbCrtff (anejo 2), subL2TTENSEG( TL ·  y TL ·  ), subdeformaciones 
(Anejo 3), subL2TTENS ( TL ·  y TL ·  ). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Anejo 6. Programación del elemento finito serendípito de 20 nodos 
 
225 
 
% ***************************************************** 
% ******************** DATOSLAMINASHEXPLRECT ********************* 
% ***************************************************** 
% *********************************************** 
% **** p r o g r a m a    DATOS DE laminas ** 
%   **** ===================================== ************ 
% *********************************************** 
 
% -------------------------------------------- 
% **************** DATOS GENERALES *********** 
% -------------------------------------------- 
 
% planta rectangular con sist de ref cartesiano  
rlx=20; % long total de la lamina s/ eje x;en Lam Cilind:arco directriz en 
plano xoz 
rly=0.4; % longitud total de la lamina s/ eje y 
esp=0.5; % espesor en placas y laminas 
nex=16;% numero de elementos totales s/ eje x (PARES) 
ney=1; % numero de elementos totales s/ eje y (PARES) 
nese=1; % numero de elementos totales s/ el espesor  
  
     el=2400000; %   modulo de elast de todos los elem p.ej horm en kN/m2 
     rmu=0.3; % coefic de poisson de todos los elementos 
     pesoespecif=1.8; % por ejemplo hormigon en t/m3 
     %dens=pesoespecif/9.81;  
     dens=pesoespecif/9.81; 
     tenslimelast=25000000000; % tens limit elast mater., p.ej en kN/m2 
(25000 para HA/25) 
     GAMMA=1.6; % coefic seg mat  
     espelem=esp/nese; 
 
%                   -------------------------------------------- 
    
        nsup=1; % 1/0 ; 1 superf conocida 
         
        plac=0; % 1/0 ; 1 placa 
        LAMCILcirc=0; % 1/0 ; 1 LAMINA CILINDRICA con directriz circular 
        LAMCILparab=1; % 1/0 ; 1 LAMINA CILINDRICA con directriz 
parabolica 
        LAMESF=0;%  =1/0, =1 la LAMINA ESFERICA 
% En lamina esferica debe cumplirse: 
% radla=(Hcentro^2+(rlx/2)^2+(rly/2)^2)/(2*Hcentro) 
% radla=radio lamina esferica, Hcentro=altura centr lamina 
        HIPARBC=0; % 1/0 ; 1 LAMINA PARAB HIPERB (bord curv parabol, 
esquin a = alt) 
        VELPAR=0; % 1/0 ; 1 VELARIA PARABOLOIDAL 
        VELCOS=0; % 1/0 ; 1 VELARIA COSENOIDAL 
        PARABOLOIDEELIPTICO=0; % 1/0 ; 1 PARABOLOIDEELIPTICO=0; 
         
 %                   -------------------------------------------- 
 nsubd=1; %  nsubd=1/0, =1 se desea subdivision automat. 
        PLANTARECTANGULAR=1; % si 1 PLANTA RECTANGULAR 
        PLANTACIRCULAR=0; % si 1 PLANTA CIRCULAR 
%                   -------------------------------------------- 
    npise=4; % nº de puntos de integacion en el espesor 
    npipm=4; % nº de puntos de integacion en el plano medio 
%                   -------------------------------------------- 
    caldin=1;% 0 no efectuamos calculo dinamico, 1 si lo efectuamos 
 mmasaconc=1;% 0 no operamos con la matriz de masas concentradas, 1 
si operamos 
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    mmasacons=0;% 0 no operamos con la matriz de masas consistente, 1 si 
operamos 
  
%   --------------  CALCULO NO LINEAL  ---------------------------- 
 calcnolin=0;% =0/1 ; =1 si calculo no lineal 
    nuciMAX=1000; % Numero MAX DE ciclos PREFIJADO para calculo no lineal 
  %  valactualizp1=2;%valor del factor para actualizar del techo del 
escalon de carga 
    %en calculo no lineal (se sugiere multiplo de 10) 
  % vacorrcolap=1.5;%valor absoluto para corr de colap (se sugiere el esp 
de la lam) 
%       -------------------------------------------- 
%   -----  ELECCION POSICION  PUNTO PARA CALCULO DE LAS TENSIONES ------ 
PSIPUNTESCOG=1; % =0/1/2, si=0: centro del elem, si=1: fibra sup, si=-1: 
fibra inf 
 
% **************** COACCIONES **************** 
% -------------------------------------------- 
LAMINsDIAFRAG=0;% si =1 LAMINA sobre DIAFRAG rigidos opuest y=0-
y=Ly/intrasdos  
 
% -------------------------------------------- 
% ******* CARAS de BORDES COACCIONADAS ******* 
% -------------------------------------------- 
%  COACCIONES en NUDOS de CARAS de BORDES:artfijo(cacc x y z), artmov (lib 
x y, cacc z) 
ncarasbordescoacc=0; % nº de caras de bordes cuyos nod estan coaccionados 
caradetrasejey=0; % (detras s/ eje y)si 0 CARA izqda libre, si 1 CARA 
izqda artfijo, si 2 CARA izqda artmov    
tipapoycaradetrasejey=0;% tipo de apoyo de los nudos de la cara detras eje 
y 
caradelanteejey=0;% (delante s/ eje y) si 0 CARA libre, si 1 CARA artfijo, 
si 2 CARA dcha artmov 
tipapoycaradelanteejey=0;% tipo de apoyo de los nudos de la cara delante 
eje y 
caradetrasejex=1;% (detras s/ eje x) si 0 libre, si 1 CARA artfijo, si 2 
CARA artmov  
tipapoycaradetrasejex=1;% tipo de apoyo de los nudos de la cara detras eje 
x 
caradelanteejex=1;% (delante s/ eje x) si 0 CARA libre, si 1 CARA artfijo, 
si 2 CARA artmov 
tipapoycaradelanteejex=1;% tipo de apoyo de los nudos de la cara delante 
eje x 
 
% -------------------------------------------- 
% ******* ARISTAS COACCIONADAS *************** 
% -------------------------------------------- 
%  COACCIONES en NUDOS de ARISTAS 
nariscoacc=2;% nº de arist coacc, por ejemp: las 4 aristas de la 
superficie media 
if(nariscoacc==0) 
matcoaccarist=zeros(1,4); 
end 
if(nariscoacc~=0) 
matcoaccarist=zeros(nariscoacc,8);% matriz que define a la arista y tipo 
de apoyo  
end 
%EN LOS NODOS DE ESA ARISTA [tipapoy intrasdos(debajo/ejez) superf media 
trasdos(arriba/ejez)  
% caradetras/ejex caradelante/ejex caradetras/ejey caradelante/ejey; ...] 
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% tipapoy=0 indica que los nod no estan coacc(libr);  
 
% si =1 nod artfijos, s1=2 nod artmov (COACC MOV w).   
% si=3 arista con coaccmixtas (p.ej. u=coaac, v=lib, w=coacc). Los tipos 
de coacc  
% los pregunta durante el calculo 
 
% intrasdos-superfmedia-trasdos indica que los nod se encuenran en 
intrasdos-superfmedia-trasdos 
% si valor intrasdos=1 los nod se encuenran en intrasdos, si =0 los nod no 
se encuenran en intrasdos 
% si valor superfmedia o trasdos=1 los nod se encuenran en esa superf, si 
=0 los nod no se encuenran en intrasdos 
% si valor caradetras/ejex o caradelante/ejex o caradetras/ejey o 
caradelante/ejey=1  
% los nod se encuenran en esa cara de borde, si =0 no se encuenran en esa 
cara de borde 
% ejemplo: matcoaccarist=[1 1 0 0 1 0 0 0; 1 0 1 0 1 0 0 0; 1 0 0 1 1 0 0 
0].  
% La 1ªfila indica que los nod de la arista situada en  intrasdos-
caradetras/ejex  
% son artic fijos 
% La 2ªfila indica que los nod de la arista situada en  superfmedia-
caradetras/ejex 
% son artic fijos 
% La 3ªfila indica que los nod de la arista situada en  trasdos-
caradetras/ejex 
% son artic fijos 
 
 %matcoaccarist=[2 1 0 0 1 0 0 0; 2 1 0 0 0 1 0 0; 2 1 0 0 0 0 1 0; 2 1 0 
0 0 0 0 1]; 
  % las cuatro aristas del intrasdos/ejez estan coacc mediante artic mov 
 
  %matcoaccarist=[3 1 0 0 1 0 0 0; 3 1 0 0 0 1 0 0; 3 1 0 0 0 0 1 0; 3 1 0 
0 0 0 0 1]; 
  % las cuatro aristas del intrasdos(debajo/ejez) tienen coacc mixtas 
 
   
  %matcoaccarist=[1 1 0 0 1 0 0 0; 2 1 0 0 0 1 0 0]; 
  % 2 aristas de la superficie media/ejez estan coaccionados mediante 
artic mov 
 
  %matcoaccarist=[1 1 0 0 0 0 1 0; 3 1 0 0 0 0 0 1]; 
% viga en la direcc eje y, art fija- art mov (en aristas intrasdos paral 
eje x 
 
  matcoaccarist=[1 0 1 0 1 0 0 0; 2 1 0 0 0 1 0 0]; 
% arco paralelo al plano xz, art fija- art mov (en aristas intras paral 
eje y 
 
% ------------------------------------------------------- 
% ** COACCIONES en NUDOS mediante APOYOS AISLADOS ******* 
% -------------------------------------------------------   
    nnapaisl=0; % nº de nudos con apoyos aislados, total o parc 
coaccionados 
%   matriz de restric en gdl de apoy aisl: TODOS (parc o ttmente 
coaccionados)    
%   rcdoapyal(nnapaisl,3):matriz de restric en gdl de apoy aisl:0= g.d.l 
coacc, 1000000= libre 
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%   ejemplo:rcdoapyal=[nudo12 coac/ejx coac/ejy coac/ejz; nudo21 
coac/ejx....] 
     
    %ejemplo: rcdoapyal=[134 0 0 0; 140 0 0 0; 176 0 0 0; 182 0 0 0]; % 0= 
g.d.l coacc, 1000000=libre 
    % para nex=ney=6 coaccionamos las 4 esquinas de la superf media 
     
    esquina1=1; 
    esquina2=2*nex+1; 
    esquina3=(2*nex+1)*ney+(nex+1)*ney+1; 
    esquina4=(2*nex+1)*(ney+1)+(nex+1)*ney; 
     
    %rcdoapyal=[esquina1 0 0 0; esquina2 0 0 0]; % 0= g.d.l coacc, 
1000000=libre 
     %para cuando coaccionamos 2 esquinas de la superf inferior 
     
    %rcdoapyal=[esquina1 0 0 0; esquina2 0 0 0; esquina3 0 0 0; esquina4 0 
0 0]; % 0= g.d.l coacc, 1000000=libre 
    % para cuando coaccionamos las 4 esquinas de la superf inferior 
     
    %rcdoapyal=[1 0 1 0; 209 0 1 0; 17 0 1 0; 225 0 1 0; 
    %    105 1 0 1; 106 1 0 1; 107 1 0 1; 108 1 0 1;109 1 0 1;  
    %    110 1 0 1; 111 1 0 1; 112 1 0 1; 113 1 0 1; 114 1 0 1; 115 1 0 1;
    %116 1 0 1; 117 1 0 1; 118 1 0 1; 119 1 0 1; 120 1 0 1; 121 1 0 1]; % 
0= g.d.l coacc, 1000000=libre 
    % para cuando coaccionamos los 17 nudos de la secc central en lam 
cilind apoy 8×8 
 
% -------------------------------------------- 
% ****** CARGAS en coordenadas globales******* 
% -------------------------------------------- 
%   MATRICES DE CARGAS DE LA ESTRUCTURA 
%   p1(ntt*ngln,1): matriz de cargas de la estructura 
% -------------------------------------------- 
% **************** CARGAS CONCENTRADAS ******* 
% -------------------------------------------- 
 
nncctot=8; % nº total de nudos de la estructura con cargas concentradas 
nnccsiloc=0; % nº de nud con carg conc de los que deseamos locali su 
numeracion  
nnccnoloc=8; % nº de nud con carg conc en los que NO deseamos local su 
numeracion  
cargdeaxil=0;% =0/1, si=0 NO son de axil puro en la estruct, si =1 SI  son 
de axil puro 
 
    %   rpdo: matriz de cargas concentradas de la estructura  
    if (nncctot==0) 
    rpdo=zeros(1,4);% matriz de cargas concentradas de la estructura 
    end 
    if (nncctot~=0) 
    rpdo=zeros(nncctot,4);% matriz de cargas concentradas de la estructura
    end 
 
    %   en otro caso: rpdo=[nudo12 carg/ejx carg/ejy carg/ejz; nudo21 
carg/ejx....] 
    %   ejemplo rpdo=[1 0 0 0 ; 17 0 10 10; 273 100 0 0; 289 50 0 -30];  
     
    if(nnccnoloc~=0)% nudos en los que no deseamos localizar su numeracion
    % almacenamos en rpdo=[nº nudo px py pz; nº nudo px py pz;... ] 
    % por ejemplo carga en el cntro de la lamina     
 Anejo 6. Programación del elemento finito serendípito de 20 nodos 
 
229 
 
    %ncentro=(((((ney*2)+1)*(nex+1))+(ney+1)*nex)-1)/2+1; % localizamos su 
numerac directam 
    %rpdo=[ncentro 0 0 2000]; % y almacena provsional el nº nudo y valores 
carga en rpdo 
     
    %rpdo=[17 0 25 0; 26 0 21.875 0; 43 0 18.75 0; 52 0 15.625 0; 69 0 
12.5 0; 
    %78 0 9.375 0; 95 0 6.25 0; 104 0 3.125 0; 121 0 0 0; 
    %225 0 -25 0; 208 0 -21.875 0; 199 0 -18.75 0; 182 0 -15.625 0; 173 0 
-12.5 0; 
    %156 0 -9.375 0; 147 0 -6.25 0; 130 0 -3.125 0; 
    %1 0 25 0; 18 0 21.875 0; 27 0 18.75 0; 44 0 15.625 0; 53 0 12.5 0; 
    %70 0 9.375 0; 79 0 6.25 0; 96 0 3.125 0; 105 0 0 0; 
    %209 0 -25 0; 200 0 -21.875 0; 183 0 -18.75 0; 174 0 -15.625 0; 157 0 
-12.5 0; 
    %148 0 -9.375 0; 131 0 -6.25 0; 122 0 -3.125 0]; 
    % para cuando cargamos los 34 nudos de los bord paral eje y en lam 
cilind apoy 8×8 
     
    %rpdo=[17 -10/32 0 0; 26 -10/16 0 0; 43 -10/16 0 0; 52 -10/16 0 0; 69 
-10/16 0 0; 
    %78 -10/16 0 0; 95 -10/16 0 0; 104 -10/16 0 0; 121 -10/16 0 0; 
    %225 -10/32 0 0; 208 -10/16 0 0; 199 -10/16 0 0; 182 -10/16 0 0; 173 -
10/16 0 0; 
    %156 -10/16 0 0; 147 -10/16 0 0; 130 -10/16 0 0]; 
    % para cuando cargamos los 17 nudos del bord del ARCO biapoyado 
     
    pc=-10; % carga concentrada de valor -10  
    %(LA UASAMOS TANTO SI LA CARGA CONC SE APLICA EN UN NUDO O EN TODOS 
LOS DE UNA ARISTA) 
    %rpdo=[134 0 0 0.25*pc; 159 0 0 0.5*pc; 184 0 0 0.25*pc]; 
    % para cuando cargamos los 3 nudos centrales de ARCO 
    % biempotrado 16×1 con carga concentrada en el centro 
     
    %rpdo=[21 0 0.625 0; 22 0 1.875 0; 23 0 0.625 0; 32 0 1.875 0; 33 0 
1.875 0; 
        %54 0 0.625 0; 55 0 1.875 0; 56 0 0.625 0]; 
    % para viga s/eje y sometida a axil 
     
    %rpdo=[17 0.625 0 0; 43 0.625 0 0; 26 1.875 0 0; 52 1.875 0 0; 
        %61 1.875 0 0; 78 0.625 0 0; 87 1.875 0 0; 104 0.625 0 0]; 
    % para viga s/eje x sometida a axil o arco en xoz (ndx=8) 
     
    rpdo=[33 0.625 0 0; 83 0.625 0 0; 150 0.625 0 0;  200 0.625 0 0 ; 50
1.875 0 0; 
         100 1.875 0 0; 117 1.875 0 0; 167 1.875 0 0]; 
    %Naxil=10;% valor del esf axil (suma de todas las fuerz axil en nudos)
     %para viga s/eje x sometida a axil o arco en xoz (ndx=16) 
      
     %rpdo=[5 0.625 0 0; 13 0.625 0 0; 8 1.875 0 0; 16 1.875 0 0; 
        %19 1.875 0 0; 24 0.625 0 0; 27 1.875 0 0; 32 0.625 0 0]; 
     %para viga s/eje x sometida a axil o arco en xoz (ndx=2) 
    end 
 
if(nnccsiloc~=0)% nud con carg conc en los que deseamos locali su 
numeracion  
%  s/. lin de nodos paralelas al eje z 
% matriz de datos carg conc para nudos en los que SI deseamos localizar 
local su numeracion  
% matdatcargconc=[px1 py1 pz1 xlinnod ylinnod trsados-superf med-
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intrasdos(1-2-3 si nese=1);px2 ...] 
%  xlinnod=abcisa x de la linea de nodos, ylinnod=ordenada y de la linea 
de nodos 
%  dimension matdatcargconc(nnccsiloc,6)  
 
 %matdatcargconc=[0 0 20 5 5/12 3]; 
 
 %matdatcargconc=[0 0 10 5 5-(5/12) 3; 0 0 -10 5 5+(5/12) 3]; 
 %matdatcargconc=[0 -104.16667 0 5 5 1; 0 104.16667 0 5 5 3]; 
  
%ejemplo: carg conc py=4 en nodo situado en linea de nodos: x=5, y=0, 
intrasdos(abajo) 
% y carga concentrada py=-4 en nodo situado en linea de nodos: x=5, y=0, 
trasdos(arriba) 
end 
 
% --------------------------------------------------- 
% ****** CARGAS EN NUDOS  SITUADOS EN ARISTA/S ****** 
% --------------------------------------------------- 
nariscarg=0;% nº TOTAL de arist carg , por ejemp lam cilind est 
membrana:6,3 del borde x=0 y  3 del borde x=10 
narlocbord=0; % nº de aristas cargadas situadas en los bordes 
narlocotraposic=1;% nº de arist carg situadas en posic distinta a los 
bordes 
 
% --------------------------------------------------- 
% DATOS PARA PODER INTRODUCIR LAS CARGAS EN NUDOS  
% de arist situadas en posic distinta a los bordes 
if(narlocotraposic==0) 
matcargaarisCUPOSIC=zeros(1,8); 
end 
if(narlocotraposic~=0) 
matcargaarisCUPOSIC=zeros(narlocotraposic,8);% matriz que define a la 
arista y tipo de apoyo  
end 
%EN LOS NODOS DE ESAS ARISTAS: 
% matcargaarisCUPOSIC =[pxa pya pza  
% PARALX(=0/1, SI =1 paralela a eje x) numcolum (=1 a ney*2+1) 
% PARALY(=0/1, SI =1 paralela a eje y) numfila (=1 a nex*2+1) 
% NCAPA (=1/2/3, SI =1 arista situad en intrasdos(debajo/ejez), 
% SI =2 arista situad en superf media, SI =3 arista situad en 
trasdos(arriba/ejez)); ...] 
 
% por ejemplo para arista tercera columna paralela a eje y y situada en 
intrasdos y carg en sus nudos con  
% Px=0 Py=0 Pz=-10 
        %matcargaarisCUPOSIC =[0 0 -1*0.33333   0 0    1  17   1];  
        %pc=-1; % carga concentrada de valor -10  
  %(LA UASAMOS TANTO SI LA CARGA CONC SE APLICA EN UN NUDO O EN TODOS LOS 
DE UNA ARISTA) 
  % --------------------------------------------------- 
 
% --------------------------------------------------- 
% DATOS PARA PODER INTRODUCIR LAS CARGAS EN NUDOS  
% de arist situadas en los bordes 
if(narlocbord==0) 
matcargaaristbord=zeros(1,10); 
end 
if(narlocbord~=0) 
matcargaaristbord=zeros(nariscoacc,10);% matriz que define a la 
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arista y tipo de apoyo  
end 
%pxarist, pyarist, pzarist= =valor si es cte, =1000000 si varia de 
un nudo a otro s/.una ley  
%pxarist=8; % valor cte de valor 8 
%pyarist=1000000;% varia de un nudo a otro s/.una ley lineal 
%pzarist=0; =valor cte nulo 
%EN LOS NODOS DE ESA ARISTA: matcargaaristbord=[pxarist pyarist 
pzarist 
% intrasdos(debajo/ejez) superf media trasdos(arriba/ejez)  
% caradetras/ejex caradelante/ejex caradetras/ejey caradelante/ejey; 
...] 
 
% intrasdos-superfmedia-trasdos indica que los nod se encuenran en 
intrasdos-superfmedia-trasdos 
% si valor intrasdos=1 los nod se encuenran en intrasdos, si =0 los 
nod no se encuenran en intrasdos 
% si valor superfmedia o trasdos=1 los nod se encuenran en esa 
superf, si =0 los nod no se encuenran  
% si valor caradetras/ejex o caradelante/ejex o caradetras/ejey o 
caradelante/ejey=1  
% los nod se encuenran en esa cara de borde, si =0 no se encuenran 
en esa cara de borde 
% matcargaaristbord=[133.83 1000000 47.13 1 0 0 1 0 0 0; 
                 %133.83 1000000 47.13 0 1 0 1 0 0 0;  
                 %133.83 1000000 47.13 0 0 1 1 0 0 0; 
                %-133.83 1000000 47.13 1 0 0 0 1 0 0; 
                %-133.83 1000000 47.13 0 1 0 0 1 0 0; 
                %-133.83 1000000 47.13 0 0 1 0 1 0 0];.  
% La 1ªfila indica que los nod de la arista situada en  intrasdos-
caradetras/ejex  
% tienen px=133.83, py=var lineal (los datos de la var los pide en 
MREL), pz=47.13 
% La 2ªfila indica que los nod de la arista situada en  superfmedia-
caradetras/ejex 
% tienen px=133.83, py=var lineal (los datos de la var los pide en 
MREL), pz=47.13 
% La 4ªfila indica que los nod de la arista situada en  intrasdos-
caradelante/ejex 
% tienen px=-133.83, py=var lineal (los datos de la var los pide en 
MREL), pz=47.13 
 
  %matcargaaristbord=[133.83*1.25 1000000 47.13*1.25 1 0 0 1 0 0 0; 
   %              133.83*1.25 1000000 47.13*1.25 0 1 0 1 0 0 0;  
   %              133.83*1.25 1000000 47.13*1.25 0 0 1 1 0 0 0; 
   %             -133.83*1.25 1000000 47.13*1.25 1 0 0 0 1 0 0; 
   %             -133.83*1.25 1000000 47.13*1.25 0 1 0 0 1 0 0; 
   %             -133.83*1.25 1000000 47.13*1.25 0 0 1 0 1 0 0]; 
 
% -------------------------------------------- 
% **************** CARGAS DISTRIBUIDAS ******* 
% -------------------------------------------- 
 
%   EL PESO PROPIO SE EVALUA COMO FUERZA DE VOL  
 iqvol=0; %  iqvol=1/0, =1 existe carga distribuida por unidad 
de volumen (p.e. peso propio) 
    pvx=0; 
 pvy=0; 
 pvz=0; % si peso propio =-pesoespecif 
 qvolconc=0; % qvolconc=1/0, =1 cocent direc de carg en los nod 
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del elem deb a f de vol 
 qvolcons=0; % qvolcons=1/0, =1 matr de fuerz consist en los 
nod del elem deb a f de vol 
 qvol=[pvx; pvy; pvz]; 
   
    iqsup=0;  %  iqsup=1/0, =1 existe carga repartida sobre la cara 
sp de la placa/lam 
 psx=0; 
 psy=0; 
 %psz=25*0.0859; % carga parametrizada para C.N.L. placa  
    psz=-0; 
 qsupconc=0; % qsupconc=1/0, =1 concent direc de carg en los nod del 
elem deb a f rep de sup 
 qsupcons=0; % qvolcons=1/0, =1 matr de fuerz consist en los nod del 
elem deb a f de sup 
 qsup=[psx; psy; psz]; 
 
% -------------------------------------------- 
% para CNL 
 
grafparam=0; % si =0 los graficos de resultados se presentan sin 
parametrizar 
facejexgraf=1;% si grafparam=0 factor para mult absc(eje x) en grafico 
present result 
facejeygraf=1;% si grafparam=0 factor para mult orden(eje y) en grafico 
present result 
% si =1 los graficos de resultados se presentan parametrizados 
 
% PARA LOCALIZAR EL NUMERO DE NUDO DE CORRIM MAXIMO; rutina en MACSHEXPR 
GLcorrmax=3; % si=1 corrim U; si=2 corrim V; si=3 corrim W; 
Xnudcorrmax=17;% coord X del nudo de corrimiento max de la estructura 
Ynudcorrmax=0.502;% coord Y del nudo de corrimiento max de la estructura 
nudcorrmax=0;% Inicializa variab almacen nudo de corr max 
%Znudcorrmax=0.;% coord Z del nudo de corrimiento max de la estructura 
 
if(iqsup==1 & psz~=0) 
CARGREFERENTE=psz;% para PLAC y LAM somet a cargas gravitatorias 
end 
if(iqsup==0 & iqvol==0 & cargdeaxil==1) 
CARGREFERENTE=Naxil;% para PLAC y LAM somet a carga AXIL 
end 
 
if(pc~=0) 
CARGREFERENTE=pc;% para arco somet a carga concentrada 
end 
********** 
 
% **************LAMINASHEXPLRECT************* 
% ******************************************* 
%   **** =====================================* 
% *********************************************** 
% **** nntt=ntt   nccp=ncp  nnb=nb  nnee=nne **** 
% **** ngl=ngln ********************************* 
% *********************************************** 
 
clear all 
 
  pi=3.14159; 
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     nne=20; %  numero de nodos del elemento 
  ngln=3; 
  ncp=3; 
     nglhex=ngln*nne; 
     nuci=1; 
      
     DATOSLAMINASHEXPLRECT % subrutina 
      
     ndx=nex; 
     ndy=ney; 
     nntcimp=(ney+1)*(nex*2+1)+ney*(nex+1); %  numero de nudos en cada 
capa impar 
     nntcp=(nex+1)*(ney+1); %  numero de nudos en cada capa par 
     ncapas=2*nese+1; %  numero total de capas 
     
     ntt=(nese+1)*nntcimp+nese*nntcp;        
  nb=nese*nex*ney; 
      
    if(plac==1) 
        disp('si existe axil de commpresion s/ eje X deme Nx (solo modulo, 
sin signo)') 
        disp('') 
        valNx=input('') 
        disp('si existe axil de commpresion s/ eje Y deme Ny (solo modulo, 
sin signo)') 
        disp('') 
        valNy=input('') 
    end 
     
        if(LAMCILcirc==1)% LAMINA CILINDRICA con directriz circular 
           disp('las generat rectas  de la sup. son paralel eje y')  
           disp('rlx=2*R* sen (teta)')  
           disp('flechaxz=R-R*cos (teta)') 
           rad=input('deme el radio de la sup.:') 
           tet=asin(rlx/(2*rad)); 
           flechaenplanoXZ=rad-rad*cos(tet) 
        end 
         
        if(LAMCILparab==1)% LAMINA CILINDRICA con directriz parabolica 
           disp('las generat rectas  de la sup. son paralel eje y')  
           disp('')  
           f1=input('deme la flecha de la parabola en el plano xz:') 
           disp('') 
        end 
         
        if(HIPARBC==1)% LAMINA PARAB HIPERB (bordes curvos parabolicos, 
esqui a = alt) 
% planoxz:parab con z pos en todos los puntos, planoyz:parab con z neg en 
todos los puntos 
        f1=input('deme modulo flecha en el plano xz:') 
        f2=input('deme modulo flecha en el plano yz:') 
        end 
        
        if(VELPAR==1) 
           hcentroVELPAR=input('deme la altura en el centro de la lamina')
        end 
        
       if(VELCOS==1) 
           disp(' ') 
           hcentroVELCOS=input('deme la altura en el centro de la lamina')
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       end 
        
       if(PARABOLOIDEELIPTICO==1) 
        flechaplanoyz=input('deme la flecha (altura) en el planoyz'); 
        flechaplanoxz=input('deme la flecha (altura) en el planoxz'); 
       end 
        
       if(LAMESF==1) 
       disp('debe cumplirse: 
radla=(Hcentro^2+(rlx/2)^2+(rly/2)^2)/(2*Hcentro)') 
       radla=input('deme el radio de la superf esferica'); 
       Hcentro=input('deme la altura en el centro de la lamina(de 
coord:(rlx/2),(rly/2)');  
       % radla=radio lamina esferica, Hcentro=altura centr lamina 
       end 
 
%   ******* impone en rcdo que los g.d.l de todos los nudos sean libres    
%   **matriz condic de cont: 0= g.d.l coaccionado, 1000000= libre 
%   rcdo(nc,iglc)=rmi % valor mov. impuesto en la dir. de la coacc (0 si 
no hay mov. imp.) 
    rcdo=ones(ntt,ngln)*1000000.; % si= 1000000.00 g.d.l. j del nudo 1 
libre 
 
    p1=zeros(ntt*ngln,1);% matriz de cargas de la estructura  
    desplaz=zeros(ntt*ngln,1);% matriz de desplaz nod de la estructura  
 
%   rcdoapyal(nnapaisl,6):matriz de restric en gdl de apoy aisl: si 0= 
g.d.l coacc, 1000000= libre 
%   ejemplo:rcdoapyal=[nudo12 coac/ejx coac/ejy coac/ejz ;nudo21 
coac/ejx....] 
%   rcdoapyal=[1 0 1000000 1000000; 17 1000000 0 1000000;273 0 0 0 ]; % 0= 
g.d.l coacc, 1000000= libre 
    if (nnapaisl==0) 
    rcdoapyal=zeros(1,4);% matriz de restric en gdl de apoy aisl  
    end 
   
    if(nsubd==1) 
    MACSHEXPR; % subrutina nsubd=1 subdiv autom de planta circ o rectang 
    end 
 
    MRELHEX % subrutina para calculo lineal 
     
% subrutina para calculo no lineal   
 
if(calcnolin==1) 
 NWRhex % subrutina 
 end 
********** 
% ***************************************************** 
% ******************** MRELHEX ********************* 
% ***************************************************** 
 
    vectcorrplot=zeros(1); % para almacenar corrim max para grafico 
    vectcargaplot=zeros(1); % para almacenar corrim max para grafico 
    vectfrecplot=zeros(1); % para almacenar frec natural min para grafico 
     
 nengl=60; 
% nngl=n*3; 
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 nttngl=ntt*3; 
 nencp1=80; 
 ncp1=4; 
 % rcdo % ******* en LAMINASHEXPLRECT ******* 
 rppdoel=zeros(60,1); % rppdo=matriz peso propio elemento 
 rqrdoel=zeros(60,1); % rqrdoel=matriz carg rep elemento 
matTENScentrelem=zeros(nb,6); % almacena tensiones en los centros de los 
element 
matINCTENScentrelem=zeros(nb,6);%almacena inc de tens en los cent de los 
elem en CNL 
matMFcentrelem=zeros(nb,3);%almacena Mom Flect Mx My Mxy en los cent de 
los elem en CL 
    rcs=zeros(1,24); 
    p1=zeros(ntt*ngln,1); 
    desplaz=zeros(ntt*ngln,1); 
    incdesplaz=zeros(ntt*ngln,1); 
    RKDO=zeros(ntt*3,ntt*3); 
    RMDO=zeros(ntt*3,ntt*3);% matriz de masas de la lamina 
    FIEST=zeros(ntt*3,1); % prepara FIEST PARA CALC NO LINEAL 
     
%       ********* almacena en rcdo condic de cont ******** 
    if(LAMINsDIAFRAG==1) 
    macoaccLAMdiafrag 
    end 
    if (nariscoacc~=0) 
    macoaccionesaristas % subrutina  
    end 
    if (ncarasbordescoacc~=0) 
    macoaccbordyapoyaisl % subrutina  
    end 
    if (nnapaisl~=0) 
    macoaccbordyapoyaisl % subrutina  
    end     
     
%       ************************************ 
% localiza numeracion (y almacena cargas en rpdo) de los nudos que 
tienen cargas 
% concentradas y de los que no conocemos su numeracion 
 
if(nnccsiloc~=0)% nud con carg conc en los que deseamos localizar su 
numeracion 
    distnodx=rlx/(2*nex);% distancia entre nodos en las capas 
impares s/. eje x 
    distnody=rly/(2*ney);% distancia entre nodos en las capas 
impares s/. eje y 
    cont=1; 
    for incc=nnccnoloc+1:nncctot 
    vpx=matdatcargconc(cont,1); % llama valores de carg y situacion 
linea de nodos  
    vpy=matdatcargconc(cont,2); 
    vpz=matdatcargconc(cont,3); 
    xlinnod=matdatcargconc(cont,4); 
    ylinnod=matdatcargconc(cont,5); 
    capa=matdatcargconc(cont,6); 
    filatchex=round((ylinnod/distnody)+1); 
    columnatchex=round((xlinnod/distnodx)+1); 
    numnodo=tchex(filatchex,columnatchex,capa); 
    rpdo(incc,1)=numnodo; 
    rpdo(incc,2)=vpx; 
    rpdo(incc,3)=vpy; 
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    rpdo(incc,4)=vpz; 
    cont=cont+1; 
    end 
end 
 
% traspasa cargas puntuales en los nodos a la mat de carg de la 
estructura 
if(nncctot~=0)% nº de nudos aislados con carga puntual  
        for i=1:nncctot 
        nudo=rpdo(i,1) 
        p1((nudo-1)*ngln+1,1)=p1((nudo-1)*ngln+1,1)+rpdo(i,2); 
        p1((nudo-1)*ngln+2,1)=p1((nudo-1)*ngln+2,1)+rpdo(i,3); 
        p1((nudo-1)*ngln+3,1)=p1((nudo-1)*ngln+3,1)+rpdo(i,4); 
        end 
end 
 
if(PLANTACIRCULAR==1) 
    if(nnccanular>0)% n\.ba de nudos con carga puntual anular 
        for i=1:nnccanular 
        nudoan=rpdoan(i,1);     
        p1((nudoan-1)*ngln+1,1)=p1((nudoan-1)*ngln+1,1)+rpdoan(i,2); 
        p1((nudoan-1)*ngln+2,1)=p1((nudoan-1)*ngln+2,1)+rpdoan(i,3); 
        p1((nudoan-1)*ngln+2,1)=p1((nudoan-1)*ngln+2,1)+rpdoan(i,4); 
        end 
   end 
end 
 
% traspasa cargas en los nodos deb a CARGAS en aristas a la mat de carg de 
la estruct 
macargasaristas % SUBRUTINA, calc y almac carg en mat de carg de la estr 
p1 
 
 
%       ****FORMACION DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA ESTRUCTURA*********** 
%       ****y calculo de cargas deb a cargas repart o cargas de volumen** 
for izw=1:nb 
rppdoel=zeros(20,3); % rppdo=matriz peso propio elemento 
rqrdoel=zeros(20,3); % rqrdoel=matriz carg rep elemento 
 
           Marilahex 
        
    if(iqvol==1 & qvolconc==1) 
 CQMCSTHEX 
 end 
    if(iqsup==1 & qsupconc==1) 
    CQMCSTHEX 
    end  
% traspasa cargas de los nodos del elemento a la mat de carg de la 
estructura  
        elemento=izw ; 
        for numnodoele=1:20 
        nodoele=rcsdo(elemento,(numnodoele-1)*4+1);     
        p1((nodoele-1)*3+1,1)=p1((nodoele-1)*3+1,1)+rppdoel(numnodoele,1); 
        p1((nodoele-1)*3+2,1)=p1((nodoele-1)*3+2,1)+rppdoel(numnodoele,2); 
        p1((nodoele-1)*3+3,1)=p1((nodoele-1)*3+3,1)+rppdoel(numnodoele,3); 
        p1((nodoele-1)*3+1,1)=p1((nodoele-1)*3+1,1)+rqrdoel(numnodoele,1); 
        p1((nodoele-1)*3+2,1)=p1((nodoele-1)*3+2,1)+rqrdoel(numnodoele,2); 
        p1((nodoele-1)*3+3,1)=p1((nodoele-1)*3+3,1)+rqrdoel(numnodoele,3); 
        end    
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% *************************************  
%   submatrices no situadas en diagonal ppal de KBDO 
 for jzw=1:nne 
     if(jzw~=nne) 
         iz1=rcsdo(izw,(jzw-1)*(ncp1)+1); 
            l=(iz1-1)*ngln+ngln; 
            ll=(iz1-1)*ngln+1; 
            igu=(jzw-1)*ngln+ ngln ; 
            iguu=(jzw-1)*ngln+ 1; 
         for ig=jzw+1:nne 
             iga=(ig-1)*ngln+ ngln ; 
                igaa=(ig-1)*ngln+ 1; 
                iz2=rcsdo(izw,(ig-1)*(ncp1)+1); 
                m=(iz2-1)*ngln+ ngln ; 
                mm=(iz2-1)*ngln+1; 
                RKDO(ll:l, mm:m)= RKDO(ll:l, mm:m)+ 
rkbdo(iguu:igu,igaa:iga); 
                RKDO(mm:m,ll:l)= RKDO(mm:m,ll:l)+ 
rkbdo(igaa:iga,iguu:igu); 
                if(caldin==1)  
                RMDO(ll:l, mm:m)= RMDO(ll:l, mm:m)+ 
rmbdo(iguu:igu,igaa:iga); 
                RMDO(mm:m,ll:l)= RMDO(mm:m,ll:l)+ 
rmbdo(igaa:iga,iguu:igu); 
                end  
            end 
        end 
    end 
% ************************************* 
%   submatrices situadas diagonal ppal de KBDO 
 for jzw=1:nne 
     ic1=rcsdo(izw,(jzw-1)*(ncp1)+1); 
     l=(ic1-1)*ngln+ngln; 
        ll=(ic1-1)*ngln+1; 
        igu=(jzw-1)*ngln+ ngln ; 
        iguu=(jzw-1)*ngln+ 1; 
        RKDO(ll:l,ll:l)= RKDO(ll:l,ll:l)+ rkbdo(iguu:igu,iguu:igu); 
        if(caldin==1)  
        RMDO(ll:l,ll:l)= RMDO(ll:l,ll:l)+ rmbdo(iguu:igu,iguu:igu); 
        end  
    end 
end 
 
%       ************************************ 
%       ******* condic de cont en RKDO  y RMDO 
 
Condcontor=zeros(ntt*ngln,1);% 0= g.d.l coaccionado, 1000000= libre 
       for l=1:ntt 
       Nudo=l;   
       Condcontor((Nudo-1)*ngln+1,1)=rcdo(l,1);  
       Condcontor((Nudo-1)*ngln+2,1)=rcdo(l,2); 
       Condcontor((Nudo-1)*ngln+3,1)=rcdo(l,3); 
       end 
       
      for l=1:ntt*ngln 
        if (Condcontor(l,1)==0) 
            for ll=1:ntt*ngln 
            RKDO(l,ll)=0;     
            RKDO(ll,l)=0;     
            RMDO(l,ll)=0;     
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            RMDO(ll,l)=0;     
            end 
            RKDO(l,l)=1; 
            RMDO(l,l)=1; 
            p1(l,1)=0; 
    %       RKDO((ll-1)*ngln+lll,(ll-1)*ngln+lll)=10^20; 
    %       RMDO((ll-1)*ngln+lll,(ll-1)*ngln+lll)=10^20;     
        end 
      end 
        
       
incdesplaz=inv(RKDO)*p1; 
desplaz=desplaz+incdesplaz; 
FIEST=p1; % prepara FIEST PARA CALC NO LINEAL  
 
% ----------- REPRESENTACION GRAFICOS DESPLAZAM ----------------- 
coordX=zeros(ney+1,nex+1); 
coordY=zeros(ney+1,nex+1); 
coordZ=zeros(ney+1,nex+1); 
W=zeros(ney+1,nex+1); 
U=zeros(ney+1,nex+1); 
V=zeros(ney+1,nex+1); 
ired=0; 
for i=1:2:ney*2+1 
ired=ired+1; 
jred=0; 
         for j=1:2:nex*2+1 
            jred=jred+1;     
         nudo=tchex(i,j,1); 
                coordxnudo=rxdo(nudo,1); 
                coordynudo=rxdo(nudo,2); 
                coordznudo=rxdo(nudo,3); 
                corrimUnudo=desplaz((nudo-1)*3+1,1); 
                corrimVnudo=desplaz((nudo-1)*3+2,1); 
                corrimWnudo=desplaz((nudo-1)*3+3,1); 
             coordX(ired,jred)=coordxnudo; 
                coordY(ired,jred)=coordynudo; 
                coordZ(ired,jred)=coordznudo; 
                U(ired,jred)=corrimUnudo; 
                V(ired,jred)=corrimVnudo; 
                W(ired,jred)=corrimWnudo; 
            end 
end 
 
% *** dibuja graficos carga-corrim y carga-frec 
figure(1) 
disp('') 
subplot(2,2,1),surf(coordX,coordY,U) 
xlabel('corr u (eje X)') 
pause(5) 
subplot(2,2,2), surf(coordX,coordY,V) 
xlabel('corr v (eje Y)') 
pause(5) 
subplot(2,2,3), surf(coordX,coordY,W) 
xlabel('corr w (eje Z)') 
disp('') 
pause(5) 
subplot(2,2,4), surf(coordX,coordY,coordZ) 
xlabel('lamina') 
disp('') 
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pause(5) 
corrU=U' 
corrV=V' 
corrW=W' 
 
    if(PLANTARECTANGULAR==1) 
%    nc=tchex(ndx+1,ndy+1); % PLANTA RECTANGULAR 
    end 
     
    if(PLANTACIRCULAR==1) 
    nc=1; % PLANTA CIRCULAR 
    end 
   
    cargatotlamx=0; 
    cargatotlamy=0; 
    cargatotlamz=0; 
    for iii=1:ntt 
    qi1x=p1((iii-1)*ngln+1,1); 
    qi1y=p1((iii-1)*ngln+2,1); 
    qi1z=p1((iii-1)*ngln+3,1); 
        if(qi1x~=0) 
        cargaxnudo=qi1x; 
        iii; 
        end 
        if(qi1y~=0) 
        cargaynudo=qi1y; 
        iii; 
        end 
        if(qi1z~=0) 
        iii; 
        cargaznudo=qi1z; 
        end 
    cargatotlamx=cargatotlamx+qi1x; 
    cargatotlamy=cargatotlamy+qi1y; 
    cargatotlamz=cargatotlamz+qi1z; 
    end 
 
    cargatotlamz % imprime la carga gravit total sobre la lamina 
     
%    pz=p1((nc-1)*ngln+3,1); 
 
    ncentro=(((((ney*2)+1)*(nex+1))+(ney+1)*nex)-1)/2+1; 
    nc=ncentro; 
    wcentro=desplaz((nc-1)*3+3,1)   
 
  % ------------------------------ 
    if(plac~=1) % para laminas 
    vectcorrplot(1, 1)=0; % valor para carga nula 
    vectcargaplot(1,1)=0;% valor para carga nula     
    vectcorrplot(1, nuci+1)=wcentro; % para almacenar corrim centro (max 
??) para grafico 
    vectcargaplot(1, nuci+1)=psz;% para almacenar valor carga para grafico 
    end % fin condic laminas 
 
  % ------------------------------  
  if(plac==1) 
  DDDD=((esp*esp*esp)*el)/(12*(1-rmu*rmu)); 
        if(nariscoacc==4)% para comprobar con teorias placas delg (placas 
apoyad) 
        auxxwmart=(psz*rlx*rlx*rlx*rlx)/DDDD; 
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        wlevy=0.00406*auxxwmart% para comprobar con teorias placas delg 
        wmart=0.00403*auxxwmart+0.0548*auxxwmart*((esp/rlx)*(esp/rlx))% 
para comprobar con teorias placas delg 
        err=(wcentro-wmart)/wcentro % para comprobar con teorias placas 
delg 
        end 
  rlxdiv2=rlx/2; 
  auxxwparamet=(DDDD*esp)/(rlxdiv2*rlxdiv2*rlxdiv2*rlxdiv2); 
  cargparam=psz/auxxwparamet % PRUEBA ejemp placa Zienkiewicz fig 19.2 
  %cargparam=CARGATECHOESCALON/auxxwmart % ejemp placa Zienkiewicz fig 
19.2 
  flechaparam=wcentro/esp % ejemp placa Zienkiewicz fig 19.2 
% ----------almacena corr max grafico evolucion corrimiento maximo -------
------------- 
vectcorrplot(1,1)=0; % valor para carga nula 
vectcargaplot(1,1)=0; % valor para carga nula 
vectcorrplot(1,nuci+1)=flechaparam; % para almacenar corrim centro (max 
??) para grafico 
vectcargaplot(1,nuci+1)=cargparam; % para almacenar valor carga para 
grafico 
end % fin condic placa 
 
% ---------------------------------- 
if(caldin==1) 
NTT=ntt; 
proado=inv(RMDO); 
H=proado*RKDO; 
[X,D]=eig(H); 
% &&&&&&&&&&&&&&&&&& busca posicion autov. reales positiv 
% &&&&&&&&&&&&&&&&&& 
cont1=0; 
posicionautposit=zeros(1,NTT*3); 
  for ii=1:NTT*3 
      autovcomplej=imag(D(ii,ii)); %  para comprob que autov es real 
      if autovcomplej==0 
            if D(ii,ii)>0 
                if D(ii,ii)~=1 
                cont1=cont1+1; 
                posicionautposit(1,cont1)=ii; 
                end 
            end 
      end       
  end 
% &&&&&&&&&&&&&&&&&& 
% &&&&&&&&&&&&&&&&&& 
frec=zeros(1,cont1); 
period=zeros(1,cont1);  
    for ii=1:cont1 
        pos=posicionautposit(1,ii); 
        landa(1,ii)=D(pos,pos);   
        frec(1,ii)=sqrt(landa(1,ii)); 
        period(1,ii)=(2*3.14159)/frec(1,ii); 
    end 
  % &&&&&&calcula las diez frecuencias naturales(angulares) mas bajas 
&&&&&&&&&&&& 
  diezfrecbajas=zeros(10,1); 
        for ii=1:10; 
        [frecmin,posmin]=min(frec); 
        frec(1,posmin)=10000000;% para descartar las que ya se han 
determinado 
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            if(ii==1) 
posmininic=posicionautposit(1,posmin);% posic en  "mat de frec X" de la 
frec mas baja     
            end     
        diezfrecbajas(ii,1)=frecmin; 
        end 
  diezfrecbajas 
   
  % ---------------------------------- 
    vectfrecplot(1,1)=0;%  valor para carga nula 
    vectfrecplot(1,nuci+1)=diezfrecbajas(1,1); % para almacenar frec min 
para grafico 
% ---------------------------------- 
   
if( plac==1 & nariscoacc==4)% para comprobar con teorias placas delg 
(placas apoyad) 
  pi=3.14159; 
  
frecFUNDteorplacartRECTdelg=(pi/rly)*(pi/rly)*(1+(rly/rlx)*(rly/rlx))*sqrt
(DDDD/(dens*esp)) 
 
TERMINIC=(pi/rly)*(pi/rly)*(1+(rly/rlx)*(rly/rlx))*sqrt((el*esp*esp)/(dens
*(1+rmu))); 
  TERMADIC=sqrt((12*(1-rmu))-(1.2*(rmu-
2)*pi*pi*(esp/rly)*(esp/rly)*(1+((rly/rlx)*(rly/rlx))))); 
  frecFUNDteorplacartRECTjmmart=TERMINIC*(1/TERMADIC) 
  errteorJMMART=(frecFUNDteorplacartRECTjmmart-
diezfrecbajas(1,1))/diezfrecbajas(1,1) 
end 
 
% ------------------------------ 
% ----------- REPRESENTACION MODOS DE VIBRACION ----------------- 
 
coordX=zeros(ney+1,nex+1); 
coordY=zeros(ney+1,nex+1); 
amplitMODVIBcorrU=zeros(ney+1,nex+1); 
amplitMODVIBcorrV=zeros(ney+1,nex+1); 
amplitMODVIBcorrW=zeros(ney+1,nex+1); 
ired=0; 
for i=1:2:ney*2+1 
ired=ired+1; 
jred=0; 
         for j=1:2:nex*2+1 
            jred=jred+1;     
         nudo=tchex(i,j,1); 
                coordxnudo=rxdo(nudo,1); 
                coordynudo=rxdo(nudo,2); 
                amplitMODVIBxnudo=X((nudo-1)*3+1,posmininic); 
                amplitMODVIBynudo=X((nudo-1)*3+2,posmininic); 
                amplitMODVIBznudo=X((nudo-1)*3+3,posmininic); 
             coordX(ired,jred)=coordxnudo; 
                coordY(ired,jred)=coordynudo; 
                amplitMODVIBcorrU(ired,jred)=amplitMODVIBxnudo; 
                amplitMODVIBcorrV(ired,jred)=amplitMODVIBynudo; 
                amplitMODVIBcorrW(ired,jred)=amplitMODVIBznudo; 
            end 
end 
 
% ***  graficos MODO DE VIBRAC EN U, V, W para la frec fund 
amplitMODVIBcorrU; 
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amplitMODVIBcorrV; 
amplitMODVIBcorrW; 
 
figure(2) 
disp('') 
subplot(2,2,1),surf(coordX,coordY,amplitMODVIBcorrU) 
xlabel('MOD VIB corr U') 
pause(5) 
 
subplot(2,2,2), surf(coordX,coordY,amplitMODVIBcorrV) 
xlabel('MOD VIB corr V') 
pause(5) 
 
subplot(2,2,3), surf(coordX,coordY,amplitMODVIBcorrW) 
xlabel('MOD VIB corr W') 
disp('') 
pause(5) 
 
end % fin bucle caldin 
 
% ----------- 
% ------------------------------ 
if(calcnolin==0) % si solo calc lin, calcula tensiones generalizadas  
                 % (esf de membrana y de flex)  
        % ----------- 
        esfmembcentelem=zeros(nb,5);      
        for izw=1:nb 
        nelemento=izw;     
        % ----------- 
        % SUBRUTINA calc MOM FLECT Mx My Mxy en centro de elem 
        MOMFLECTcallincentelem % SUBRUTINA calc MOM FLECT Mx My Mxy en 
centro de elem 
        tenscentroelementos% SUBRUTINA, almacena las tens en la fibra sup 
de todos los elem 
        end 
        % ----------------------------- 
matTENScentrelem % IMPRIME matriz que almacena las tens tot en el centro 
de todos los elem 
        % -----------------------------  
        % NWRS2gftens % rutina REPRESENTACION GRAFICOS TENSIONES ---------
--------  
        % ------------------------------ 
        contelem=1; 
        for jjele=1:ney 
            for iiele=1:nex 
            sigmax(iiele,jjele)=matTENScentrelem(contelem,1); 
            sigmay(iiele,jjele)=matTENScentrelem(contelem,2); 
            tauxy(iiele,jjele)=matTENScentrelem(contelem,4); 
            esfmembNx(iiele,jjele)=matEMcentrelem(contelem,1); 
            esfmembNy(iiele,jjele)=matEMcentrelem(contelem,2);  
            esfmembNxy(iiele,jjele)=matEMcentrelem(contelem,3); 
            momflectMx(iiele,jjele)=matMFcentrelem(contelem,1); 
            momflectMy(iiele,jjele)=matMFcentrelem(contelem,2); 
            momflectMxy(iiele,jjele)=matMFcentrelem(contelem,3); 
            contelem=contelem+1;     
            end 
        end 
        sigmax 
        sigmay 
        tauxy 
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        esfmembNx 
        esfmembNy 
        esfmembNxy 
        momflectMx 
        momflectMy 
        momflectMxy 
         
  end  % fin bucle  calcnolin 
********** 
if nuci <= nuciMAX % EL PROG NWR SE EJEC EN TANTO NO SE ALCANCE EL N' MAX 
DE CICLOS PREFIJADOS 
% ********************************************************* 
% ****p r o g r a m a    N W R  *************************** 
% ********************************************************* 
% ***** para ele. HEX de 20 nodos ************************* 
 
    ptechoesc=zeros(ntt*3,1); % valor de las carg s/ la estruct en techo 
del escal de carg  
    incdesplaz1=zeros(ntt*3,1);  
    incdesplaz2=zeros(ntt*3,1);  
    ptechomenosFIEST=zeros(ntt*3,1); 
    FIantEST=zeros(ntt*3,1);  
    PTECHOmenosFIESTinic=zeros(ntt*3,1);  
 
%disp('ESTAMOS REALIZANDO UN CALCULO NO LINEAL')  
%disp('EN EL ESCALONN DE CARGA nuci=2')  
%disp('')     
%disp('para establecer el valor del escalon de carga') 
%disp('DEME el valor del factor para actualizar el techo del escalon de 
carga(le sugiero multiplos de 10:') 
%disp('') 
%valactualizp1=input('') 
%disp('DEME tambien el valor absoluto para corr de colapso (le sugiero el 
esp de la lam):') 
%disp('') 
%vacorrcolap=input('') 
 
identifESCCARG=0; 
% ------------------------------------------------------- 
nmaxiter=100; % n\.ba maximo de iteraciones que permitimos en cada escalon 
(demomento=1000) 
corrcolap=0; % =0/1, si =0: no se han alcanz corr de colap, si =1: si se 
han alcanz corr de colap,   
% corrimiento de colapso cuando su magnitud es del orden del espesor 
fluencia=0;% =0/1, si =0: no se han alcanz deformac plasticas, si =1:si se 
han alcanz   
niter=0; 
 
while identifESCCARG==0 & niter<nmaxiter % se ejecut en tanto no se 
alcancen val de colap o defor plast  
nuci=nuci+1;  % % EL CALC NO LIN COMIENZA CON nuci=2, inicia en prog ppal 
LAMINASHEXPLRECT 
numciclos=nuci;% se utiliza en subrutinas 
 
NORMAp1=norm(p1) 
NORMAFIEST=norm(FIEST)% norma FIEST inicial 
ptechoesc=p1*valactualizp1; %  valactualizp1= COEF MULTIPLIC PARA LAS 
CARGAS 
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NORMAptechoesc=norm(ptechoesc) 
 
CARGATECHOESCALON=psz*valactualizp1 
 
 CARGAciclo=CARGATECHOESCALON;% *********************************** 
  
gradlibnodo=0;  
identificadorMAX=0;  
identificadorMIN=0;  
desplazMAX=0; 
desplazMIN=0; 
valdesplazMAX=0; 
valdesplazMIN=0; 
 
tr=0; % TRABAJO ACTUAL 
tri=0; % TRABAJO INICIAL 
trmax=0; % TRABAJO maximo 
niter=0; 
 
NormaincWant=0;% Norma de los inc de desplaz de la iter anterior 
NormaincWact=0;% Norma de los inc de desplaz de la iter actual 
Normaincdesplaz=zeros(1,1); % almac Norma de los inc de desplaz de c/ 
iterac   
finesccarga=0; % 0-1, se inicializa para el siguiente esc de carga 
% si 1 se ha alcanzado el final del esc de carga 
 
%       ******* NUEVO ESCALON DE CARGA *********************** 
while corrcolap==0 & finesccarga==0 % se ejecuta en tanto no se alcance la 
carga techo del escalon,  
        % ni los valores de colapso o se alcance el final del esc de carga
 
niter=niter+1 
         
 % ****************         
 % **** La matr de rig tg (Kt) se calc en todas las iterac del esc de 
carga 
        FIantEST=FIEST; % FIo en desplaz estan los corrim del ciclo o 
iterc anter 
         
MRELtangytensHEX % SUBRUTINA FORM DE LAS MATRIC K y Ktang  de la estruct 
** 
        incdesplaz1=inv(RKTDO)*ptechoesc; % increm de coorrim 
        incdesplaz2=inv(RKTDO)*FIantEST; % increm de coorrim 
        incdesplaz=incdesplaz1-incdesplaz2; 
Normaincdesplaz(1,niter)=norm(incdesplaz);% almac Norma de los inc de 
desplaz de c/ iterac 
        DIFNORM=NORMAFIEST-NORMAptechoesc;% NORMAFIEST se refiere a 
FIantEST Normaincdesplaz 
         
         % **************** 
coordX=zeros(ney+1,nex+1); 
coordY=zeros(ney+1,nex+1); 
coordW=zeros(ney+1,nex+1); 
INCdesplaz=zeros(ney+1,nex+1); 
ired=0; 
for i=1:2:ney*2+1 
ired=ired+1; 
jred=0; 
         for j=1:2:nex*2+1 
            jred=jred+1;     
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         nudo=tchex(i,j,1); 
                coordxnudo=rxdo(nudo,1); 
                coordynudo=rxdo(nudo,2); 
             coordX(ired,jred)=coordxnudo; 
                coordY(ired,jred)=coordynudo; 
                INCdesplaz(ired,jred)=incdesplaz((nudo-1)*3+3,1); 
            end 
end 
INCdesplaz 
desplaz=desplaz+incdesplaz; % coorrim totales incrementados 
tr=(ptechoesc-FIEST)'*incdesplaz; % trab realiz por las fuerz resid 
         
CAFIESTRUC % SUBRUTINA FORM FIEST, tambien calc NORMAFIEST para sig iter 
** 
 
 % ****************         
ired=0; 
for i=1:2:ney*2+1 
ired=ired+1; 
jred=0; 
         for j=1:2:nex*2+1 
            jred=jred+1;     
         nudo=tchex(i,j,1); 
                coordxnudo=rxdo(nudo,1); 
                coordynudo=rxdo(nudo,2); 
                corrimWnudo=desplaz((nudo-1)*3+3,1); 
             coordX(ired,jred)=coordxnudo; 
                coordY(ired,jred)=coordynudo; 
                W(ired,jred)=corrimWnudo; 
            end 
end 
W 
% FIest 
NORMAFIEST=norm(FIEST); 
 
 % ****************   
        %  **** calcula trabajo realizado por las fuerzas residuales 
        tr=abs(tr); 
        if tr>0 & tri==0 
        tri=tr; 
        end 
        if tr>trmax 
        trmax=tr; 
        end 
        if tr<=0.05*trmax  
        finesccarga=1; 
        end 
         
if  niter >= 2 
NormaincWact=Normaincdesplaz(1,niter); 
NormaincWant=Normaincdesplaz(1,niter-1); 
        if NormaincWant < NormaincWact  
        disp('Fin del escalon de carga en la iteracion numero') 
        niter     
        finesccarga=1;     
        end 
 
        if abs(NormaincWant-NormaincWact) <=0.05*NormaincWant 
        disp('Fin del escalon de carga en la iteracion numero') 
        niter     
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        finesccarga=1;     
        end 
end 
 
end % fin cond: corrcolap=0 
% ****************         
    if corrcolap==0 & finesccarga==1 
        % ------------------------------ 
        for izw=1:nb 
        nelemento=izw;     
        % calcula las tensiones en el centro del elemento  
        % disp('tensiones en el centro del elemento:') 
        % disp(nelemento) 
        tenscentroelementos % subrutina para calculo de tens en centro de 
elementos 
        end 
   
  if caldin==1 
        frecescalcarg % rutina para calcular en cada iterac del esc de 
carga 
        % ----------almacena corr max grafico evolucion corrimiento maximo 
-------------------- 
ncentro=(((((ney*2)+1)*(nex+1))+(ney+1)*nex)-1)/2+1; 
nc=ncentro; 
wcentroplcuad=desplaz((nc-1)*3+3,1); 
vectcorrplot(nuci+1)=wcentroplcuad; % para almacenar corrim centro para 
grafico 
vectcargaplot(nuci+1)=CARGAciclo; % para almacenar valor carga para 
grafico 
vectfrecplot(nuci+1)=diezfrecbajas(1,1) % para almacenar frec min para 
grafico 
% NWRS1corrmax % rutina almac corr max para graf evoluc corrim maximo 
        end 
 
        % ----------------------------- 
% matTENScentrelem % IMPRIME matriz que almacena las tens tot en el centro 
de todos los elem 
        % -----------------------------  
        NWRS2gftens % rutina REPRESENTACION GRAFICOS TENSIONES -----------
------  
        % ------------------------------ 
        NWRS3gfdesp % rutina REPRESENTACION GRAFICOS DESPLAZAM -----------
------ 
        % -----------------------------------     
        NWRS4defplast % rutina verifica si se alcanzan deformaciones 
plasticas  
        % ----------(criterio Beltrami/Haigh de la energia de deformacion) 
        % ----------------------------------- 
        % ************************************ 
        NWRS5dcorrcolap % rutina verifica si se alcanzan corrim de colap  
     end % fin cond finesccarga 
% ************************************************** 
disp('ESTAMOS REALIZANDO UN CALCULO NO LINEAL')  
disp('EN EL ESCALONN DE CARGA')  
nuci 
disp('el n\.ba de iteraciones realizadas en este escalon de carga es')  
niter 
disp('el valor del desplazamiento maximo es')  
     
if finesccarga==1 
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        if valdesplazMIN >= valdesplazMAX 
        valdesplazMAX=valdesplazMIN; 
        end 
valdesplazMAX % imprime desplazam max 
end 
     
if finesccarga==1 
        disp('los valores de los  trabajos realizados por las fuerzas 
residuales') 
        disp('al comienzo del escalon de carga y su valor maximo  son') 
        tri % trabajo realizado por las fuer resid al comienzo del escalon 
de carga 
        tr  
        trmax % trabajo max realizado por las fuer resid a lo largo del 
escal de carga 
end 
  
if corrcolap==1 
        disp('se han alcanzado valores de corrim de colapso') 
        identifESCCARG=1;    
end 
 
% --------------  
if corrcolap==0 
        %disp('desea contin con otro escal de carga?') 
        %disp('deme el valor de actualiz de carg . 0 si desea finalizar,le 
sugiero') 
        %valorsugerido=2*valactualizp1 
        %valactualizp1=input%('deme el valor:') 
        valactualizp1=2*valactualizp1; 
end 
 
%if valactualizp1==0 
 %       identifESCCARG=1; %  
%end 
 
if nuci==nuciMAX 
   identifESCCARG=1; %  
end 
 
end % fin sentencia  if identifESCCARG, se ejecuta mientras 
identifESCCARG=0 
 
if(plac==1) % ejemp placa Zienkiewicz fig 19.2 
        % *** dibuja graficos carga-corrim y carga-frec 
    figure(5)     
    subplot(1,2,1),plot(vectcorrplot,vectcargaplot) 
    title('grafico carga param-corrimiento param') 
    xlabel('corrimiento param') 
    ylabel('carga param ') 
 
    if(caldin==1) 
    subplot(1,2,2),plot(vectfrecplot,vectcargaplot) 
    title('grafico carga param-frecuencias') 
    xlabel('frecuencia minima') 
    ylabel('carga param') 
    end 
end % condic placas 
     
 if(plac~=1) % para laminas 
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    % *** dibuja graficos carga-corrim y carga-frec 
    figure(5) 
    % *** dibuja graficos carga-corrim y carga-frec 
    subplot(2,2,1),surf(coordX,coordY,W) 
    title('deformada total') 
 
    subplot(2,2,2),surf(coordX,coordY,INCdesplaz) 
    title('increm deformada') 
 
    % *** dibuja graficos carga-corrim y carga-frec 
    subplot(2,2,3),plot(vectcorrplot,vectcargaplot) 
    title('grafico carga-corrimiento max') 
    xlabel('corrimiento max') 
    ylabel('carga ') 
 
    if(caldin==1) 
    subplot(2,2,4),plot(vectfrecplot,vectcargaplot) 
    title('grafico carga-frecuencias') 
    xlabel('frecuencia minima') 
    ylabel('carga') 
    end 
end % condic laminas 
% --------------  
%       ************************************ 
%       **final del programa**************** 
%    ************************************, 
end %EL PROG NWR SE EJEC EN TANTO NO SE ALCANCE EL N' MAX DE CICLOS 
PREFIJADOS 
********** 
% ***************************************************** 
% ******************** cabnlhex ********************* 
% ***************************************************** 
%       *******************  ~=      ******************************* 
%      ************************************************** 
%       ***subrutina para formacion de la B no lineal para calc de lam 
%       *** med PARALELEPIPEDO (hex) DE 20 nodos y 60 g.d.l.(3 c/nodo) 
 
macristffCNL=zeros(9,9); 
proderiv=zeros(9,1); 
maderivNretaiCNL=zeros(9,60); 
derivcorrimrxi=zeros(9,1);  
ANL=zeros(6,9); 
matrizG % SUBRUTINA DE CALCULO DE MATRIZ G 
 
for  indi=1:20; 
maderivNretaiCNL(1,(indi-1)*3+1)=derivNfuncretai(1,indi); 
maderivNretaiCNL(2,(indi-1)*3+1)=derivNfuncretai(2,indi); 
maderivNretaiCNL(3,(indi-1)*3+1)=derivNfuncretai(3,indi); 
 
maderivNretaiCNL(4,(indi-1)*3+2)=derivNfuncretai(1,indi); 
maderivNretaiCNL(5,(indi-1)*3+2)=derivNfuncretai(2,indi); 
maderivNretaiCNL(6,(indi-1)*3+2)=derivNfuncretai(3,indi); 
 
maderivNretaiCNL(7,(indi-1)*3+3)=derivNfuncretai(1,indi); 
maderivNretaiCNL(8,(indi-1)*3+3)=derivNfuncretai(2,indi); 
maderivNretaiCNL(9,(indi-1)*3+3)=derivNfuncretai(3,indi); 
end 
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         macristffCNL(1,1)=cristff11; 
  macristffCNL(1,2)=cristff12; 
  macristffCNL(1,3)=cristff13; 
  macristffCNL(2,1)=cristff21; 
  macristffCNL(2,2)=cristff22; 
  macristffCNL(2,3)=cristff23; 
  macristffCNL(3,1)=cristff31; 
  macristffCNL(3,2)=cristff32; 
  macristffCNL(3,3)=cristff33; 
   
  macristffCNL(4,4)=cristff11; 
  macristffCNL(4,5)=cristff12; 
  macristffCNL(4,6)=cristff13; 
  macristffCNL(5,4)=cristff21; 
  macristffCNL(5,5)=cristff22; 
  macristffCNL(5,6)=cristff23; 
  macristffCNL(6,4)=cristff31; 
  macristffCNL(6,5)=cristff32; 
  macristffCNL(6,6)=cristff33; 
 
  macristffCNL(7,7)=cristff11; 
  macristffCNL(7,8)=cristff12; 
  macristffCNL(7,9)=cristff13; 
  macristffCNL(8,7)=cristff21; 
  macristffCNL(8,8)=cristff22; 
  macristffCNL(8,9)=cristff23; 
  macristffCNL(9,7)=cristff31; 
  macristffCNL(9,8)=cristff32; 
  macristffCNL(9,9)=cristff33; 
         
        proderiv=maderivNretaiCNL*desplaznodelem;  
  derivcorrimrxi=macristffCNL*proderiv; 
 
        urx=derivcorrimrxi(1,1); 
        ury=derivcorrimrxi(2,1); 
        urz=derivcorrimrxi(3,1); 
        vrx=derivcorrimrxi(4,1); 
        vry=derivcorrimrxi(5,1); 
        vrz=derivcorrimrxi(6,1); 
        wrx=derivcorrimrxi(7,1); 
        wry=derivcorrimrxi(8,1); 
        wrz=derivcorrimrxi(9,1); 
         
  ANL(1,1)=urx; 
  ANL(1,2)=vrx; 
  ANL(1,3)=wrx; 
 
  ANL(2,4)=ury; 
  ANL(2,5)=vry; 
  ANL(2,6)=wry; 
 
  ANL(3,7)=urz; 
  ANL(3,8)=vrz; 
  ANL(3,9)=wrz; 
 
  ANL(4,1)=ury; 
  ANL(4,2)=vry; 
  ANL(4,3)=wry; 
  ANL(4,4)=urx; 
  ANL(4,5)=vrx; 
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  ANL(4,6)=wrx; 
 
  ANL(5,4)=urz; 
  ANL(5,5)=vrz; 
  ANL(5,6)=wrz; 
  ANL(5,7)=ury; 
  ANL(5,8)=vry; 
  ANL(5,9)=wry; 
 
  ANL(6,1)=urz; 
  ANL(6,2)=vrz; 
  ANL(6,3)=wrz; 
  ANL(6,7)=urx; 
  ANL(6,8)=vrx; 
  ANL(6,9)=wrx; 
 
  BNL=ANL*MAG; 
********** 
% ***************************************************** 
% ******************** CAFIESTRUC (met NWR) *********** 
% ***************************************************** 
% *************************************  
FIEST=zeros(ntt*3,1); 
 
for izw=1:nb 
FIelem=zeros(60,1); 
desplaznodelem=zeros(60,1); 
 
    macristffCNL=zeros(9,9); 
 derivNfuncretai=zeros(3,20); 
 maderivNretaiCNL=zeros(9,60); 
 MAG=zeros(9,60); 
 derivcorrimrxi=zeros(9,1); 
 B0=zeros(6,60); 
  BNL=zeros(6,60); 
     
ANL=zeros(6,9); 
maderivNretaiCNL=zeros(9,60); 
macristffCNL=zeros(9,9); 
derivcorrimrxi=zeros(9,1);  
 
    matrizprov=zeros(60,60); 
 
nelemento=izw;  
 
%  ----------------------------------- 
 
%       *** calcula matriz D ************* 
dfdo=zeros(6,6); 
 rrk=1;%   
    DD=(el*(1-rmu))/((1+rmu)*(1-2*rmu)); 
 rrk1=rmu/(1-rmu); 
    rrk2=(1-2*rmu)/(2*(1-rmu)); 
     
    dfdo(1,1)=1; 
 dfdo(1,2)=rrk1; 
 dfdo(1,3)=rrk1; 
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    dfdo(2,1)=rrk1; 
 dfdo(2,2)=1; 
    dfdo(2,3)=rrk1; 
 
    dfdo(3,1)=rrk1; 
 dfdo(3,2)=rrk1; 
    dfdo(3,3)=1; 
 
 dfdo(4,4)=rrk2; 
 dfdo(5,5)=rrk2; 
 dfdo(6,6)=rrk2; 
 
 dfdo=DD*dfdo; 
     
matcoordnodelem  % subrutina 
 
coninteg=0;  
 
%  -------------------------------------------------- 
coninteg=0;  
for  ii=1:npipm % bucle integrac eta; puntos de inegrac en Datos 
 for  jj=1:npipm % % bucle integrac nu 
   for  kk=1:npise % bucle integrac psi; puntos de inegrac en Datos 
    
       if(npipm==4 & npise==4) 
       DIRECCINEGRAC=3;     
       integNIig4entresdirecc     
       end 
       if(npipm==3 & npise==3) 
       DIRECCINEGRAC=3;     
       integNIig3entresdirecc     
       end 
       if(npipm==4 & npise==2) 
       DIRECCINEGRAC=3;     
       integNIig4PM2enESPtresdirecc % subrutina 
       end 
       if(npipm==4 & npise==1) 
       DIRECCINEGRAC=3;     
       integNIig4PM1enESPtresdirecc % subrutina 
       end 
       if(npipm==5 & npise==2) 
       DIRECCINEGRAC=3;     
       integNIig5PM2enESPtresdirecc % subrutina 
       end 
        
matfunforma % subrutina 
 
derivNretai  % subrutina 
 
matjacobelem=zeros(3,3); 
INVmatjacob=zeros(3,3); 
matjacobelem=derivNfuncretai*coordelem; 
INVmatjacob=inv(matjacobelem); 
DETJ=det(matjacobelem); 
 
auxxdeterm=DETJ*coepi*coepj*coepk; 
 
coninteg=coninteg+1;  
 
cristff11=INVmatjacob(1,1); 
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cristff12=INVmatjacob(1,2); 
cristff13=INVmatjacob(1,3); 
cristff21=INVmatjacob(2,1); 
cristff22=INVmatjacob(2,2); 
cristff23=INVmatjacob(2,3); 
cristff31=INVmatjacob(3,1); 
cristff32=INVmatjacob(3,2); 
cristff33=INVmatjacob(3,3); 
 
derivNfuncrxi 
 
B0(1,1)=N1rx; 
B0(1,4)=N2rx; 
B0(1,7)=N3rx; 
B0(1,10)=N4rx; 
B0(1,13)=N5rx; 
B0(1,16)=N6rx; 
B0(1,19)=N7rx; 
B0(1,22)=N8rx; 
B0(1,25)=N9rx; 
B0(1,28)=N10rx; 
B0(1,31)=N11rx; 
B0(1,34)=N12rx; 
B0(1,37)=N13rx; 
B0(1,40)=N14rx; 
B0(1,43)=N15rx; 
B0(1,46)=N16rx; 
B0(1,49)=N17rx; 
B0(1,52)=N18rx; 
B0(1,55)=N19rx; 
B0(1,58)=N20rx; 
 
B0(2,2)=N1ry; 
B0(2,5)=N2ry; 
B0(2,8)=N3ry; 
B0(2,11)=N4ry; 
B0(2,14)=N5ry; 
B0(2,17)=N6ry; 
B0(2,20)=N7ry; 
B0(2,23)=N8ry; 
B0(2,26)=N9ry; 
B0(2,29)=N10ry; 
B0(2,32)=N11ry; 
B0(2,35)=N12ry; 
B0(2,38)=N13ry; 
B0(2,41)=N14ry; 
B0(2,44)=N15ry; 
B0(2,47)=N16ry; 
B0(2,50)=N17ry; 
B0(2,53)=N18ry; 
B0(2,56)=N19ry; 
B0(2,59)=N20ry; 
 
B0(3,3)=N1rz; 
B0(3,6)=N2rz; 
B0(3,9)=N3rz; 
B0(3,12)=N4rz; 
B0(3,15)=N5rz; 
B0(3,18)=N6rz; 
B0(3,21)=N7rz; 
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B0(3,24)=N8rz; 
B0(3,27)=N9rz; 
B0(3,30)=N10rz; 
B0(3,33)=N11rz; 
B0(3,36)=N12rz; 
B0(3,39)=N13rz; 
B0(3,42)=N14rz; 
B0(3,45)=N15rz; 
B0(3,48)=N16rz; 
B0(3,51)=N17rz; 
B0(3,54)=N18rz; 
B0(3,57)=N19rz; 
B0(3,60)=N20rz; 
 
B0(4,1)=N1ry; 
B0(4,2)=N1rx; 
B0(4,4)=N2ry; 
B0(4,5)=N2rx; 
B0(4,7)=N3ry; 
B0(4,8)=N3rx; 
B0(4,10)=N4ry; 
B0(4,11)=N4rx; 
B0(4,13)=N5ry; 
B0(4,14)=N5rx; 
B0(4,16)=N6ry; 
B0(4,17)=N6rx; 
B0(4,19)=N7ry; 
B0(4,20)=N7rx; 
B0(4,22)=N8ry; 
B0(4,23)=N8rx; 
B0(4,25)=N9ry; 
B0(4,26)=N9rx; 
B0(4,28)=N10ry; 
B0(4,29)=N10rx; 
B0(4,31)=N11ry; 
B0(4,32)=N11rx; 
B0(4,34)=N12ry; 
B0(4,35)=N12rx; 
B0(4,37)=N13ry; 
B0(4,38)=N13rx; 
B0(4,40)=N14ry; 
B0(4,41)=N14rx; 
B0(4,43)=N15ry; 
B0(4,44)=N15rx; 
B0(4,46)=N16ry; 
B0(4,47)=N16rx; 
B0(4,49)=N17ry; 
B0(4,50)=N17rx; 
B0(4,52)=N18ry; 
B0(4,53)=N18rx; 
B0(4,55)=N19ry; 
B0(4,56)=N19rx; 
B0(4,58)=N20ry; 
B0(4,59)=N20rx; 
 
B0(5,2)=N1rz; 
B0(5,3)=N1ry; 
B0(5,5)=N2rz; 
B0(5,6)=N2ry; 
B0(5,8)=N3rz; 
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B0(5,9)=N3ry; 
B0(5,11)=N4rz; 
B0(5,12)=N4ry; 
B0(5,14)=N5rz; 
B0(5,15)=N5ry; 
B0(5,17)=N6rz; 
B0(5,18)=N6ry; 
B0(5,20)=N7rz; 
B0(5,21)=N7ry; 
B0(5,23)=N8rz; 
B0(5,24)=N8ry; 
B0(5,26)=N9rz; 
B0(5,27)=N9ry; 
B0(5,29)=N10rz; 
B0(5,30)=N10ry; 
B0(5,32)=N11rz; 
B0(5,33)=N11ry; 
B0(5,35)=N12rz; 
B0(5,36)=N12ry; 
B0(5,38)=N13rz; 
B0(5,39)=N13ry; 
B0(5,41)=N14rz; 
B0(5,42)=N14ry; 
B0(5,44)=N15rz; 
B0(5,45)=N15ry; 
B0(5,47)=N16rz; 
B0(5,48)=N16ry; 
B0(5,50)=N17rz; 
B0(5,51)=N17ry; 
B0(5,53)=N18rz; 
B0(5,54)=N18ry; 
B0(5,56)=N19rz; 
B0(5,57)=N19ry; 
B0(5,59)=N20rz; 
B0(5,60)=N20ry; 
 
B0(6,1)=N1rz; 
B0(6,3)=N1rx; 
B0(6,4)=N2rz; 
B0(6,6)=N2rx; 
B0(6,7)=N3rz; 
B0(6,9)=N3rx; 
B0(6,10)=N4rz; 
B0(6,12)=N4rx; 
B0(6,13)=N5rz; 
B0(6,15)=N5rx; 
B0(6,16)=N6rz; 
B0(6,18)=N6rx; 
B0(6,19)=N7rz; 
B0(6,21)=N7rx; 
B0(6,22)=N8rz; 
B0(6,24)=N8rx; 
B0(6,25)=N9rz; 
B0(6,27)=N9rx; 
B0(6,28)=N10rz; 
B0(6,30)=N10rx; 
B0(6,31)=N11rz; 
B0(6,33)=N11rx; 
B0(6,34)=N12rz; 
B0(6,36)=N12rx; 
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B0(6,37)=N13rz; 
B0(6,39)=N13rx; 
B0(6,40)=N14rz; 
B0(6,42)=N14rx; 
B0(6,43)=N15rz; 
B0(6,45)=N15rx; 
B0(6,46)=N16rz; 
B0(6,48)=N16rx; 
B0(6,49)=N17rz; 
B0(6,51)=N17rx; 
B0(6,52)=N18rz; 
B0(6,54)=N18rx; 
B0(6,55)=N19rz; 
B0(6,57)=N19rx; 
B0(6,58)=N20rz; 
B0(6,60)=N20rx; 
 
auxx=DETJ*coepi*coepj*coepk; 
% --------------------------- 
    tens=zeros(6,1); 
    for icabn=1:20 
 ics=rcsdo(izw,(icabn-1)*4+1); 
    if(ics<=ntt) 
     for jcabn=1:3 
     desplaznodelem((icabn-1)*3+jcabn,1)=desplaz((ics-
1)*3+jcabn,1);% lee corrim nod elem 
     end 
    end 
    end% bucle  icabn 
 
    cabnlhex % subrutina para calculo Bnl, calcula matriz G y Bnl 
    alfa=0.5; % ATENCION, vale=0.5 pero lo pongo variab para hacer 
comprobac 
    tensalfa=dfdo*(B0+(alfa*ANL*MAG))*desplaznodelem; % calcula 
tens=D*DEF=D*B*Delem en punt de integ del elem  
% nota: Bnl No interviene en definicion de deform, pero Si en defin variac 
de defor 
     
    FIelem=FIelem+auxx*(B0+BNL)'*tensalfa;% calc FI elem: 
FIelem=Integ[(Bo+Bnl)'*tens*dv] 
    % en FIelem se almacena el valor sig actualizado de FI de elemento 
     
        end;% bucle integrac psi 
    end;% % bucle integrac nu 
 end;% bucle integrac eta 
  
    for icabn=1:20  % forma matriz fi: traspasa FI nod elem a FI 
estructura 
 ics=rcsdo(izw,(icabn-1)*4+1); 
    if(ics<=ntt) 
     for jcabn=1:3 % en FIEST se almacena el valor siguient 
actualizado de FI 
           FIEST((ics-1)*3+jcabn,1)=FIEST((ics-
1)*3+jcabn,1)+FIelem((icabn-1)*3+jcabn,1); 
     end 
    end 
    end% bucle  icabn 
     
end % FIN BUCLE izw 
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%       ************************************ 
%       ******* condic de cont en FIEST  
 
Condcontor=zeros(ntt*ngln,1);% 0= g.d.l coaccionado, 1000000= libre 
       for l=1:ntt 
       Nudo=l;   
       Condcontor((Nudo-1)*ngln+1,1)=rcdo(l,1);  
       Condcontor((Nudo-1)*ngln+2,1)=rcdo(l,2); 
       Condcontor((Nudo-1)*ngln+3,1)=rcdo(l,3); 
       end 
       
      for lm=1:ntt*ngln 
        if Condcontor(lm,1)==0 
            FIEST(lm,1)=0; 
        end 
      end 
********** 
% ******CALCULA GT*matriztens*G para Kn 
 
GTTENSG=zeros(60,60); 
matriztens=zeros(9,9); 
sigmax=tens(1,1); 
sigmay=tens(2,1); 
sigmaz=tens(3,1); 
tauxy=tens(4,1); 
tauyz=tens(5,1); 
tauxz=tens(6,1); 
 
matriztens(1,1)=sigmax; 
matriztens(2,2)=sigmax; 
matriztens(3,3)=sigmax; 
 
matriztens(4,4)=sigmay; 
matriztens(5,5)=sigmay; 
matriztens(6,6)=sigmay; 
 
matriztens(7,7)=sigmaz; 
matriztens(8,8)=sigmaz; 
matriztens(9,9)=sigmaz; 
 
matriztens(1,4)=tauxy; 
matriztens(2,5)=tauxy; 
matriztens(3,6)=tauxy; 
matriztens(4,1)=tauxy; 
matriztens(5,2)=tauxy; 
matriztens(6,3)=tauxy; 
 
matriztens(1,7)=tauxz; 
matriztens(2,8)=tauxz; 
matriztens(3,9)=tauxz; 
matriztens(7,1)=tauxz; 
matriztens(8,2)=tauxz; 
matriztens(9,3)=tauxz; 
 
matriztens(4,7)=tauyz; 
matriztens(5,8)=tauyz; 
matriztens(6,9)=tauyz; 
matriztens(7,4)=tauyz; 
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matriztens(8,5)=tauyz; 
matriztens(9,6)=tauyz; 
 
GTTENSG=MAG'*matriztens*MAG; % ****** GT*matriztens*G
********** 
% ***************************************************** 
% ****** frecuencias al final del escalon de carga **** 
     
H=inv(RMDO)*RKDO; 
[X,D]=eig(H); 
    % &&&&&&&&&&&&&&&&&& busca posicion autov. reales positiv 
% &&&&&&&&&&&&&&&&&& 
cont1=0; 
posicionautposit=zeros(1,NTT*3); 
  for ii=1:NTT*3 
      autovcomplej=imag(D(ii,ii)); %  para comprob que autov es real 
      if autovcomplej==0 
            if D(ii,ii)>0 
                if D(ii,ii)~=1 
                cont1=cont1+1; 
                posicionautposit(1,cont1)=ii; 
                end 
            end 
      end       
  end  
  cont1;  
  posicionautposit;  
% &&&&&&&&&&&&&&&&&& 
% &&&&&&&&&&&&&&&&&& 
 
frec=zeros(1,cont1); 
period=zeros(1,cont1);  
    for ii=1:cont1 
        pos=posicionautposit(1,ii); 
        landa(1,ii)=D(pos,pos);   
        frec(1,ii)=sqrt(landa(1,ii)); 
        period(1,ii)=(2*3.14159)/frec(1,ii); 
    end 
   
  % &&&&&&calcula las diez frecuencias naturales(angulares) mas bajas 
&&&&&&&&&&&& 
  diezfrecbajas=zeros(10,1); 
        for ii=1:10; 
        [frecmin,posmin]=min(frec); 
        frec(1,posmin)=10000000; 
        diezfrecbajas(ii,1)=frecmin; 
        end 
  % diezfrecbajas 
if( plac==1 & nariscoacc==4) 
  pi=3.14159; 
  
frecFUNDteorplacartRECTdelg=(pi/rly)*(pi/rly)*(1+(rly/rlx)*(rly/rlx))*sqrt
(DDDD/(dens*esp)) 
  
TERMINIC=(pi/rly)*(pi/rly)*(1+(rly/rlx)*(rly/rlx))*sqrt((el*esp*esp)/(dens
*(1+rmu))); 
  TERMADIC=sqrt((12*(1-rmu))-(1.2*(rmu-
2)*pi*pi*(esp/rly)*(esp/rly)*(1+((rly/rlx)*(rly/rlx))))); 
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  frecFUNDteorplacartRECTjmmart=TERMINIC*(1/TERMADIC) 
  errteorJMMART=(frecFUNDteorplacartRECTjmmart-
diezfrecbajas(1,1))/diezfrecbajas(1,1) 
end 
********** 
% CALCULA MATRIZ G 
MAG=zeros(9,60); 
 
    nG=1; 
    for jG=1:3:60 
 MAG(1,jG)=maderNirxi(1,nG); 
 nG=nG+3; 
 end 
 
    nG=1; 
    for jG=2:3:60 
 MAG(2,jG)=maderNirxi(1,nG); 
 nG=nG+3; 
 end 
 
    nG=1; 
    for jG=3:3:60 
 MAG(3,jG)=maderNirxi(1,nG); 
 nG=nG+3; 
    end 
 
 nG=2; 
    for jG=1:3:60 
 MAG(4,jG)=maderNirxi(1,nG); 
 nG=nG+3; 
 end 
 
 nG=2; 
    for jG=2:3:60 
 MAG(5,jG)=maderNirxi(1,nG); 
 nG=nG+3; 
 end 
 
 nG=2; 
    for jG=3:3:60 
 MAG(6,jG)=maderNirxi(1,nG); 
 nG=nG+3; 
 end 
 
 nG=3; 
    for jG=1:3:60 
 MAG(7,jG)=maderNirxi(1,nG); 
 nG=nG+3; 
 end 
 
 nG=3; 
    for jG=2:3:60 
 MAG(8,jG)=maderNirxi(1,nG); 
 nG=nG+3; 
 end 
 
 nG=3; 
    for jG=3:3:60 
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 MAG(9,jG)=maderNirxi(1,nG); 
 nG=nG+3; 
 end 
********** 
% ***************************************************** 
% ******************** MRELtangytensHEX *************** 
% ***************************************************** 
    RKDO=zeros(ntt*3,ntt*3); 
    RKTDO=zeros(ntt*3,ntt*3); 
    KNDO=zeros(ntt*3,ntt*3);% ????????????borrar?????????????????????? 
    KGDO=zeros(ntt*3,ntt*3);% ????????????borrar?????????????????????? 
%       ****FORMACION DE LAS MATRICES DE RIG y RIG TG DE LA 
ESTRUCTURA*********** 
%         *** si calc no lineal matriz de rig tang RKTDO=KT=Ko+Kg+Kn *** 
%             *** si calc no lineal matriz de rig RKDO=K=Ko+Kn *** 
% *************************************  
for izw=1:nb 
desplaznodelem=zeros(60,1); 
 
           Marilahex % subrutina fido 
            
%   submatrices no situadas en diagonal ppal de KBDO 
 for jzw=1:nne 
     if(jzw~=nne) 
         iz1=rcsdo(izw,(jzw-1)*(ncp1)+1); 
            l=(iz1-1)*ngln+ngln; 
            ll=(iz1-1)*ngln+1; 
            igu=(jzw-1)*ngln+ ngln ; 
            iguu=(jzw-1)*ngln+ 1; 
         for ig=jzw+1:nne 
             iga=(ig-1)*ngln+ ngln ; 
                igaa=(ig-1)*ngln+ 1; 
                iz2=rcsdo(izw,(ig-1)*(ncp1)+1); 
                m=(iz2-1)*ngln+ ngln ; 
                mm=(iz2-1)*ngln+1; 
                RKDO(ll:l, mm:m)= RKDO(ll:l, mm:m)+ 
rkbdo(iguu:igu,igaa:iga); 
                RKDO(mm:m,ll:l)= RKDO(mm:m,ll:l)+ 
rkbdo(igaa:iga,iguu:igu); 
                RKTDO(ll:l, mm:m)= RKTDO(ll:l, mm:m)+ 
rkTbdo(iguu:igu,igaa:iga); 
                RKTDO(mm:m,ll:l)= RKTDO(mm:m,ll:l)+ 
rkTbdo(igaa:iga,iguu:igu); 
            end 
        end 
    end 
% ************************************* 
%   submatrices situadas diagonal ppal de KBDO 
 for jzw=1:nne 
     ic1=rcsdo(izw,(jzw-1)*(ncp1)+1); 
     l=(ic1-1)*ngln+ngln; 
        ll=(ic1-1)*ngln+1; 
        igu=(jzw-1)*ngln+ngln ; 
        iguu=(jzw-1)*ngln+1; 
        RKDO(ll:l,ll:l)= RKDO(ll:l,ll:l)+ rkbdo(iguu:igu,iguu:igu); 
        RKTDO(ll:l,ll:l)= RKTDO(ll:l,ll:l)+ rkTbdo(iguu:igu,iguu:igu); 
    end 
end 
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%       ************************************ 
%       ******* condic de cont en RKDO, RKTDO y ptechoesc 
 
Condcontor=zeros(ntt*ngln,1);% 0= g.d.l coaccionado, 1000000= libre 
       for l=1:ntt 
       Nudo=l;   
       Condcontor((Nudo-1)*ngln+1,1)=rcdo(l,1);  
       Condcontor((Nudo-1)*ngln+2,1)=rcdo(l,2); 
       Condcontor((Nudo-1)*ngln+3,1)=rcdo(l,3); 
       end 
       
      for l=1:ntt*ngln 
        if Condcontor(l,1)==0 
            for ll=1:ntt*ngln 
            RKDO(l,ll)=0;     
            RKDO(ll,l)=0;     
            RKTDO(l,ll)=0;     
            RKTDO(ll,l)=0; 
            end 
            RKDO(l,l)=1; 
            RKTDO(l,l)=1; 
            ptechoesc(l,1)=0; 
        end 
      end 
********** 
% ********************************************************* 
% ****p r o g r a m a    N W R  *************************** 
% ********************************************************* 
% ***** para ele. HEX de 20 nodos ************************* 
 
    ptechoesc=zeros(ntt*3,1); % valor de las carg s/ la estruct en techo 
del escal de carg  
    incdesplaz1=zeros(ntt*3,1);  
    incdesplaz2=zeros(ntt*3,1);  
    ptechomenosFIEST=zeros(ntt*3,1); 
    PTECHOmenosFIESTinic=zeros(ntt*3,1);  
     
    disp('ESTAMOS REALIZANDO UN CALCULO NO LINEAL')  
    disp('EN EL ESCALONN DE CARGA')  
    nuci 
disp('para establecer el valor del escalon de carga') 
disp('DEME el valor del factor para actualizar el techo del escalon de 
carga(le sugiero multiplos de 10:') 
disp('') 
valactualizp1=input('') 
disp('DEME tambien el valor absoluto para corr de colapso (le sugiero el 
esp de la lam):') 
disp('') 
vacorrcolap=input('') 
 
identifESCCARG=0; 
% ------------------------------------------------------- 
nmaxiter=1000; % nº maximo de iteraciones que permitimos en cada escalon 
(demomento=1000) 
corrcolap=0; % =0/1, si =0: no se han alcanz corr de colap, si =1: si se 
han alcanz corr de colap,   
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% corrimiento de colapso cuando su magnitud es del orden del espesor 
fluencia=0;% =0/1, si =0: no se han alcanz deformac plasticas, si =1:si se 
han alcanz   
niter=0; 
 
while(identifESCCARG==0 & nmaxiter)% se ejecut en tanto no se alcancen val 
de colap o defor plast  
nuci=nuci+1;  % n\.ba de ciclo 
 
ptechoesc=p1*valactualizp1; %  valactualizp1= COEF MULTIPLIC PARA LAS 
CARGAS 
NORMAptechoesc=norm(ptechoesc) 
 
CARGATECHOESCALON=psz*valactualizp1 
  
gradlibnodo=0;  
identificadorMAX=0;  
identificadorMIN=0;  
desplazMAX=0; 
desplazMIN=0; 
valdesplazMAX=0; 
valdesplazMIN=0; 
 
tr=0; % TRABAJO ACTUAL 
tri=0; % TRABAJO INICIAL 
trmax=0; % TRABAJO maximo 
niter=0;   
    
                   % -----------------------------------------------------
-- 
finesccarga=0; % 0-1, si 1 se ha alcanzado el final del esc de carga  
while(corrcolap==0 & finesccarga==0)% se ejecuta en tanto no se alcance la 
carga techo del escalon,  
        % ni los valores de colapso o se alcance el final del esc de carga
         
        niter=niter+1 
         
% ****************   Solo formamos KTestruct al comienzo del esc de carga 
*********  
               % solo calc MATRIC K y Ktang en la 1ª iterac del 1º cal N L
                       % en el resto del calc solo calc FI 
        if(niter==1 & nuci==2 & formKTcadaiterac==0) % solo calc MATRIC K 
y Ktang en la 1ª iterac del 1º cal N L 
        % en el resto del calc solo calc FI 
        MRELtangytensHEX % SUBRUTINA FORM DE LAS MATRIC K y Ktang DE LA 
ESTRUCT ** 
        NORMAPTECHOmenosFIESTinic=norm(ptechoesc-FIEST)  
        incdesplaz1=inv(RKTDO)*ptechoesc; % increm de coorrim 
        incdesplaz2=inv(RKTDO)*FIEST; % increm de coorrim 
        incdesplaz=incdesplaz1-incdesplaz2; 
        desplaz=desplaz+incdesplaz; % coorrim totales incrementados 
        end 
         
        if(niter~=1 & nuci==2 & formKTcadaiterac==0) 
        caFInl % calcula FI de la EST y le impone cond cont     
        NORMAFIEST=norm(FIEST) 
        NORMAPTECHOmenosFIEST=norm(ptechoesc-FIEST) 
        if(NORMAFIEST>NORMAptechoesc) 
        finesccarga=1;     
        end 
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if(NORMAptechoesc>NORMAFIEST & 
NORMAPTECHOmenosFIEST<=0.1*NORMAPTECHOmenosFIESTinic & finesccarga==0) 
        incdesplaz1=inv(RKTDO)*ptechoesc; % increm de coorrim 
        incdesplaz2=inv(RKTDO)*FIEST; % increm de coorrim 
        incdesplaz=incdesplaz1-incdesplaz2; 
        desplaz=desplaz+incdesplaz; % coorrim totales incrementados 
end 
        end  
         
        if(nuci~=2 & formKTcadaiterac==0 & finesccarga==0) 
        caFInl % calcula FI de la EST y le impone cond cont    
        NORMAFIEST=norm(FIEST) 
        NORMAPTECHOmenosFIEST=norm(ptechoesc-FIEST) 
            if(NORMAFIEST>NORMAptechoesc) 
            finesccarga=1;     
            end 
if(NORMAptechoesc>NORMAFIEST & 
NORMAptechomenosFIEST<=0.1*NORMAPTECHOmenosFIESTinic & finesccarga==0) 
        incdesplaz1=inv(RKTDO)*ptechoesc; % increm de coorrim 
        incdesplaz2=inv(RKTDO)*FIEST; % increm de coorrim 
        incdesplaz=incdesplaz1-incdesplaz2; 
        desplaz=desplaz+incdesplaz; % coorrim totales incrementados 
end 
        end 
         
 % ****************         
 % **** Cuando la matr de rig tg (Kt) se calc en todas las iterac del esc 
de carga 
        if(formKTcadaiterac==1) % la matr de rig tg (Kt) se calc en todas 
las iter 
        MRELtangytensHEX % SUBRUTINA FORM DE LAS MATRIC K, Ktang y FI de 
la estruct ** 
         
        if(niter==1) 
        NORMAFIEST=norm(FIEST) 
        NORMAPTECHOmenosFIESTinic=norm(ptechoesc-FIEST) 
        NORMAPTECHOmenosFIEST=norm(ptechoesc-FIEST) 
        incdesplaz1=inv(RKTDO)*ptechoesc; % increm de coorrim 
        incdesplaz2=inv(RKTDO)*FIEST; % increm de coorrim 
        incdesplaz=incdesplaz1-incdesplaz2; 
        desplaz=desplaz+incdesplaz; % coorrim totales incrementados 
        end 
         
        if(niter~=1) 
        NORMAFIEST=norm(FIEST) 
        NORMAPTECHOmenosFIEST=norm(ptechoesc-FIEST) 
        end 
         
        if(NORMAFIEST>NORMAptechoesc) 
        finesccarga=1;     
        end 
if(NORMAptechoesc>NORMAFIEST & 
NORMAPTECHOmenosFIEST<=0.1*NORMAPTECHOmenosFIESTinic) 
        incdesplaz1=inv(RKTDO)*ptechoesc; % increm de coorrim 
        incdesplaz2=inv(RKTDO)*FIEST; % increm de coorrim 
        incdesplaz=incdesplaz1-incdesplaz2; 
        desplaz=desplaz+incdesplaz; % coorrim totales incrementados 
end 
        end % fin condic formKTcadaiterac=1 
 % ****************         
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if(finesccarga==0) 
        if(caldin==1) 
        frecescalcarg % rutina para calcular en cada iterac del esc de 
carga 
        NWRS1corrmax % rutina almac corr max para graf evoluc corrim 
maximo 
        end 
        % ------------------------------ 
        for izw=1:nb 
        nelemento=izw;     
        % calcula las tensiones en el centro del elemento  
        % disp('tensiones en el centro del elemento:') 
        % disp(nelemento) 
        tenscentroelementos % subrutina para calculo de tens en centro de 
elementos 
        end 
        % ----------------------------- 
%matTENScentrelem % IMPRIME matriz que almacena las tens tot en el centro 
de todos los elem 
        % -----------------------------  
        NWRS2gftens % rutina REPRESENTACION GRAFICOS TENSIONES -----------
------  
        % ------------------------------ 
        NWRS3gfdesp % rutina REPRESENTACION GRAFICOS DESPLAZAM -----------
------ 
        % -----------------------------------     
        NWRS4defplast % rutina verifica si se alcanzan deformaciones 
plasticas  
        % ----------(criterio Beltrami/Haigh de la energia de deformacion) 
        % ----------------------------------- 
        % ************************************ 
        NWRS5dcorrcolap % rutina verifica si se alcanzan corrim de colap  
        % ************************************************** 
 
        %  **** calcula trabajo realizado por las fuerzas residuales 
        tr=(ptechoesc-FIEST)'*incdesplaz; % trabajo realizado por las 
fuerzas residuales 
        if(tr>0 & tri==0) 
        tri=tr; 
        end 
        if(tr>trmax) 
        trmax=tr; 
        end 
        if(tr<=0.05*trmax) 
        finesccarga=1; 
        end 
end % fin cond finesccarga 
end % fin sentencia  while corrcolap 
     
disp('ESTAMOS REALIZANDO UN CALCULO NO LINEAL')  
disp('EN EL ESCALONN DE CARGA')  
nuci 
disp('el nº de iteraciones realizadas en este escalon de carga es')  
niter 
disp('el valor del desplazamiento maximo es')  
     
if(finesccarga==1) 
        if(valdesplazMIN >= valdesplazMAX) 
        valdesplazMAX=valdesplazMIN; 
        end 
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valdesplazMAX % imprime desplazam max 
end 
     
if(finesccarga==1) 
        disp('los valores de los  trabajos realizados por las fuerzas 
residuales') 
        disp('al comienzo del escalon de carga y su valor maximo  son') 
        tri % trabajo realizado por las fuer resid al comienzo del escalon 
de carga 
        tr  
        trmax % trabajo realizado por las fuer resid al final del escalon 
de carga 
end 
  
if(corrcolap==1) 
        disp('se han alcanzado valores de corrim de colapso') 
        identifESCCARG=1;    
end 
 
% --------------  
if(corrcolap==0) 
        disp('desea contin con otro escal de carga?') 
        disp('deme el valor de actualiz de carg . 0 si desea finalizar,le 
sugiero') 
        valorsugerido=nuci*valactualizp1 
        valactualizp1=input('deme el valor:') 
end 
 
if(valactualizp1==0) 
        identifESCCARG=1; %  
end 
 
end % fin sentencia  while identifESCCARG, se ejecuta mientras 
identifESCCARG=0 
 
% *** dibuja graficos carga-corrim y carga-frec 
vectfrecplot(1)=vectfrecplot(2); 
subplot(1,2,1),plot(vectcargaplot, vectcorrplot) 
grid 
title('grafico carga-corrimiento max') 
xlabel('carga') 
ylabel('corrimiento max') 
subplot(1,2,2),plot(vectcargaplot, vectfrecplot) 
grid 
title('grafico carga-frecuencias') 
xlabel('carga') 
ylabel('frecuencia minima') 
 
%       ************************************ 
%       **final del programa**************** 
%    ************************************
********** 
% ----------almacena corr max grafico evolucion corrimiento maximo -------
------------- 
 
    ncentro=(((((ney*2)+1)*(nex+1))+(ney+1)*nex)-1)/2+1; 
    nc=ncentro; 
    wcentroplcuad=desplaz((nc-1)*3+3,1)   
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vectcorrplot(niter+2)=wcentroplcuad; % para almacenar corrim centro para 
grafico 
vectcargaplot(niter+2)=(1+valactualizfi*niter)*psz; % para almacenar valor 
carga para grafico 
vectfrecplot(niter+2)=diezfrecbajas(1,1) % para almacenar frec min para 
grafico 
********** 
% -----------CALCULO Y REPRESENTACION TENSIONES ----------------- 
 
X=zeros(ney,nex); 
Y=zeros(ney,nex); 
tenssigmaX=zeros(ney,nex); 
tenssigmaY=zeros(ney,nex); 
tenssigmaZ=zeros(ney,nex); 
tenstauXY=zeros(ney,nex); 
tenstauYZ=zeros(ney,nex); 
tenstauXZ=zeros(ney,nex); 
 
for i=1:1:ney 
         for j=1:1:nex 
             X(i,j)=i; 
                Y(i,j)=j; 
                tenssigmaX(i,j)=matTENScentrelem((i-1)*ney+j,1); 
                tenssigmaY(i,j)=matTENScentrelem((i-1)*ney+j,2); 
                tenssigmaZ(i,j)=matTENScentrelem((i-1)*ney+j,3); 
                tenstauXY(i,j)=matTENScentrelem((i-1)*ney+j,4); 
                tenstauYZ(i,j)=matTENScentrelem((i-1)*ney+j,5); 
                tenstauXZ(i,j)=matTENScentrelem((i-1)*ney+j,6); 
            end 
end 
 
% tenssigmaX 
% tenssigmaY 
% tenssigmaZ 
% tenstauXY 
% tenstauYZ 
% tenstauXZ 
 
%figure(3) 
%disp('') 
%subplot(3,3,1),surf(X,Y,tenssigmaX) 
%xlabel('tens sigma X') 
%pause(5) 
%disp('') 
%subplot(3,3,2),surf(X,Y,tenssigmaY) 
%xlabel('tens sigma Y') 
%pause(5) 
%disp('') 
%subplot(3,3,3),surf(X,Y,tenssigmaZ) 
%xlabel('tens sigma Z') 
%pause(5) 
%disp('') 
%subplot(3,3,4),surf(X,Y,tenstauXY) 
%xlabel('tens tau XY') 
%pause(5) 
%disp('') 
%subplot(3,3,5),surf(X,Y,tenstauYZ) 
%xlabel('tens tau YZ') 
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%pause(5) 
%disp('') 
%subplot(3,3,6),surf(X,Y,tenstauXZ) 
%xlabel('tens tau XZ') 
%pause(5) 
********** 
% ------------------------------ 
% ----------- REPRESENTACION GRAFICOS DESPLAZAM ----------------- 
 
    if(plac==1) % ejemp placa Zienkiewicz fig 19.2 
    ncentro=(((((ney*2)+1)*(nex+1))+(ney+1)*nex)-1)/2+1; 
    nc=ncentro; 
    wcentro=desplaz((nc-1)*3+3,1)   
    DDDD=((esp*esp*esp)*el)/(12*(1-rmu*rmu)); 
    rlxdiv2=rlx/2; 
    auxxwmart=(DDDD*esp)/(rlxdiv2*rlxdiv2*rlxdiv2*rlxdiv2); 
    cargparam=CARGAciclo/auxxwmart % PRUEBA ejemp placa Zienkiewicz fig 
19.2 
    %cargparam=CARGATECHOESCALON/auxxwmart % ejemp placa Zienkiewicz fig 
19.2 
    flechaparam=wcentro/esp % ejemp placa Zienkiewicz fig 19.2 
% ----------almacena corr max grafico evolucion corrimiento maximo -------
------------- 
vectcorrplot(1,nuci+1)=flechaparam; % para almacenar corrim centro (max 
??) para grafico 
vectcargaplot(1,nuci+1)=cargparam; % para almacenar valor carga para 
grafico 
    end 
     
    if(plac~=1) % para laminas 
    ncentro=(((((ney*2)+1)*(nex+1))+(ney+1)*nex)-1)/2+1; 
    nc=ncentro; 
    wcentro=desplaz((nc-1)*3+3,1)   
    vectcorrplot(1,nuci+1)=wcentro; % para almacenar corrim centro para 
grafico 
    vectcargaplot(1,nuci+1)=CARGAciclo;% para almacenar valor carga para 
grafico 
    end 
********** 
% -------------- verifica si se alcanzan deformaciones plasticas  
% ----------(criterio Beltrami/Haigh de la energia de deformacion) 
  
if(fluencia==1) 
   disp('ya se alcanzaron tensiones de fluencia para la carga:') 
   CARGAcicloflue 
   disp('en el elemento:') 
   elemfuenc  
end 
 
if(fluencia==0) 
    tensfluenc=tenslimelast/GAMMA; 
    valcomp=(tensfluenc*tensfluenc)/(2*el); 
    G=(0.5*el)/(1+rmu); 
    contmensaje=0;% control para no repetrir mensaje, si =1 se activa 
    for j=1:1:nb 
    sigmaX=matTENScentrelem(j,1); 
    sigmaY=matTENScentrelem(j,2); 
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    sigmaZ=matTENScentrelem(j,3); 
    tauXY=matTENScentrelem(j,4); 
    tauYZ=matTENScentrelem(j,5); 
    tauXZ=matTENScentrelem(j,6); 
Energdeform=(sigmaX*sigmaX)+(sigmaY*sigmaY)+(sigmaZ*sigmaZ); 
Energdeform=Energdeform-
(((sigmaX*sigmaY)+(sigmaY*sigmaZ)+(sigmaX*sigmaZ))*(2*rmu)); 
Energdeform=Energdeform/(2*el); 
Energdeform=Energdeform+(((tauXY*tauXY)+(tauXZ*tauXZ)+(tauYZ*tauYZ))/(2*G)
); 
        if(Energdeform > valcomp & contmensaje==0)% se alcanzan deform 
plasticas 
        contmensaje=1;     
        disp('se han alcanzado deform plasticas en el elemento:') 
        elemfuenc=j 
        disp('para el valor de la carga:') 
        CARGAciclo 
        disp('el valor de la carga inicial es:') 
        psz 
        disp('los valores de las tensiones son:') 
        sigmaX 
        sigmaY   
        sigmaZ   
        tauXY    
        tauYZ    
        tauXZ    
        %matTENScentrelem 
        fluencia=1;% si =1, se han alcanzado deform plasticas  
        CARGAcicloflue=CARGAciclo; 
        end %  fin cond Energdeform 
    end %  fin bucle nb 
end %  fin cond fluencia 
********** 
% ****************************************************** 
% *****verifica si se alcanzan corrim de colap ********* 
 
    [desplazMAX,POSMAX]=max(desplaz); 
    [desplazMIN,POSMIN]=min(desplaz); 
 valdesplazMAX=abs(desplazMAX); 
    valdesplazMIN=abs(desplazMIN); 
     
        if(valdesplazMAX>=vacorrcolap) %   **** verifica si se alcanzan 
corrim de colap 
        corrcolap=1; 
        identificadorMAX=1; 
            if(rem(POSMAX,3)==0) 
            nodocorrimcolap=POSMAX/3; 
            end 
            if(rem (POSMAX,3)~=0) 
            auxxNW=POSMAX/3; 
            nodocorrimcolap=fix(auxxNW)+1; 
            end 
        gradlibnodo=POSMAX-(nodocorrimcolap-1)*3; 
        end 
         
        if(valdesplazMIN>=vacorrcolap) %   **** verifica si se alcanzan 
corrim de colap 
        corrcolap=1; 
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        identificadorMIN=1; 
        if(rem(POSMIN,3)==0) 
            nodocorrimcolap=POSMIN/3; 
            end 
            if(rem (POSMIN,3)~=0) 
            auxxNW=POSMIN/3; 
            nodocorrimcolap=fix(auxxNW)+1; 
            end 
        gradlibnodo=POSMIN-(nodocorrimcolap-1)*3; 
        end 
********** 
% **************************************************************** 
% ********* cocent direc de carg en los nod del elem ************* 
% **************************************************************** 
%   subrutina CQMCSTHEX ****************** 
 
rppdoel=zeros(20,3); % rppdo=matriz peso propio elemento 
rqrdoel=zeros(20,3); % rqrdoel=matriz carg rep elemento 
% FUERZAS DE VOLUMEN 
if(qvolconc==1) % cocent direc de carg en los nod del elem deb a f de vol 
% CAPA SUPERIOR ELEMENTO 
 rppdoel(5,1)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(esp/(nese*4))*qvol(1,1);% 
carga x nodo 5 
 rppdoel(5,2)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(esp/(nese*4))*qvol(2,1);% 
carga y nodo 5 
 rppdoel(5,3)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(esp/(nese*4))*qvol(3,1);% 
carga z nodo 5 
 rppdoel(6,1)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(esp/(nese*4))*qvol(1,1);% 
carga x nodo 6 
 rppdoel(6,2)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(esp/(nese*4))*qvol(2,1);% 
carga y nodo 6 
 rppdoel(6,3)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(esp/(nese*4))*qvol(3,1);% 
carga z nodo 6 
 rppdoel(7,1)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(esp/(nese*4))*qvol(1,1);% 
carga x nodo 7 
 rppdoel(7,2)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(esp/(nese*4))*qvol(2,1);% 
carga y nodo 7 
 rppdoel(7,3)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(esp/(nese*4))*qvol(3,1);% 
carga z nodo 7 
 rppdoel(8,1)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(esp/(nese*4))*qvol(1,1);% 
carga x nodo 8 
 rppdoel(8,2)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(esp/(nese*4))*qvol(2,1);% 
carga y nodo 8 
 rppdoel(8,3)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(esp/(nese*4))*qvol(3,1);% 
carga z nodo 8 
 rppdoel(17,1)=((rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney))+0.5*(rlx/(2*nex))*(rly/(4
*ney)))*(esp/(nese*4))*qvol(1,1);% carga x nodo 17 
 rppdoel(17,2)=((rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney))+0.5*(rlx/(2*nex))*(rly/(4
*ney)))*(esp/(nese*4))*qvol(2,1);% carga y nodo 17 
 rppdoel(17,3)=((rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney))+0.5*(rlx/(2*nex))*(rly/(4
*ney)))*(esp/(nese*4))*qvol(3,1);% carga z nodo 17 
 rppdoel(19,1)=((rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney))+0.5*(rlx/(2*nex))*(rly/(4
*ney)))*(esp/(nese*4))*qvol(1,1);% carga x nodo 19 
 rppdoel(19,2)=((rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney))+0.5*(rlx/(2*nex))*(rly/(4
*ney)))*(esp/(nese*4))*qvol(2,1);% carga y nodo 19 
 rppdoel(19,3)=((rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney))+0.5*(rlx/(2*nex))*(rly/(4
*ney)))*(esp/(nese*4))*qvol(3,1);% carga z nodo 19 
 rppdoel(18,1)=((rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney))+0.5*(rlx/(4*nex))*(rly/(2
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*ney)))*(esp/(nese*4))*qvol(1,1);% carga x nodo 18 
 rppdoel(18,2)=((rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney))+0.5*(rlx/(4*nex))*(rly/(2
*ney)))*(esp/(nese*4))*qvol(2,1);% carga y nodo 18 
 rppdoel(18,3)=((rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney))+0.5*(rlx/(4*nex))*(rly/(2
*ney)))*(esp/(nese*4))*qvol(3,1);% carga z nodo 18 
 rppdoel(20,1)=((rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney))+0.5*(rlx/(4*nex))*(rly/(2
*ney)))*(esp/(nese*4))*qvol(1,1);% carga x nodo 20 
 rppdoel(20,2)=((rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney))+0.5*(rlx/(4*nex))*(rly/(2
*ney)))*(esp/(nese*4))*qvol(2,1);% carga y nodo 20 
 rppdoel(20,3)=((rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney))+0.5*(rlx/(4*nex))*(rly/(2
*ney)))*(esp/(nese*4))*qvol(3,1);% carga z nodo 20 
% CAPA INFERIOR ELEMENTO 
 rppdoel(1,1)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(esp/(nese*4))*qvol(1,1);% 
carga x nodo 1 
 rppdoel(1,2)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(esp/(nese*4))*qvol(2,1);% 
carga y nodo 1 
 rppdoel(1,3)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(esp/(nese*4))*qvol(3,1);% 
carga z nodo 1 
 rppdoel(2,1)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(esp/(nese*4))*qvol(1,1);% 
carga x nodo 2 
 rppdoel(2,2)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(esp/(nese*4))*qvol(2,1);% 
carga y nodo 2 
 rppdoel(2,3)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(esp/(nese*4))*qvol(3,1);% 
carga z nodo 2 
 rppdoel(3,1)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(esp/(nese*4))*qvol(1,1);% 
carga x nodo 3 
 rppdoel(3,2)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(esp/(nese*4))*qvol(2,1);% 
carga y nodo 3 
 rppdoel(3,3)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(esp/(nese*4))*qvol(3,1);% 
carga z nodo 3 
 rppdoel(4,1)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(esp/(nese*4))*qvol(1,1);% 
carga x nodo 4 
 rppdoel(4,2)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(esp/(nese*4))*qvol(2,1);% 
carga y nodo 4 
 rppdoel(4,3)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(esp/(nese*4))*qvol(3,1);% 
carga z nodo 4 
 rppdoel(9,1)=((rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney))+0.5*(rlx/(2*nex))*(rly/(4*
ney)))*(esp/(nese*4))*qvol(1,1);% carga x nodo 9 
 rppdoel(9,2)=((rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney))+0.5*(rlx/(2*nex))*(rly/(4*
ney)))*(esp/(nese*4))*qvol(2,1);% carga y nodo 9 
 rppdoel(9,3)=((rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney))+0.5*(rlx/(2*nex))*(rly/(4*
ney)))*(esp/(nese*4))*qvol(3,1);% carga z nodo 9 
 rppdoel(11,1)=((rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney))+0.5*(rlx/(2*nex))*(rly/(4
*ney)))*(esp/(nese*4))*qvol(1,1);% carga x nodo 11 
 rppdoel(11,2)=((rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney))+0.5*(rlx/(2*nex))*(rly/(4
*ney)))*(esp/(nese*4))*qvol(2,1);% carga y nodo 11 
 rppdoel(11,3)=((rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney))+0.5*(rlx/(2*nex))*(rly/(4
*ney)))*(esp/(nese*4))*qvol(3,1);% carga z nodo 11 
 rppdoel(10,1)=((rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney))+0.5*(rlx/(4*nex))*(rly/(2
*ney)))*(esp/(nese*4))*qvol(1,1);% carga x nodo 10 
 rppdoel(10,2)=((rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney))+0.5*(rlx/(4*nex))*(rly/(2
*ney)))*(esp/(nese*4))*qvol(2,1);% carga y nodo 10 
 rppdoel(10,3)=((rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney))+0.5*(rlx/(4*nex))*(rly/(2
*ney)))*(esp/(nese*4))*qvol(3,1);% carga z nodo 10 
 rppdoel(12,1)=((rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney))+0.5*(rlx/(4*nex))*(rly/(2
*ney)))*(esp/(nese*4))*qvol(1,1);% carga x nodo 12 
 rppdoel(12,2)=((rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney))+0.5*(rlx/(4*nex))*(rly/(2
*ney)))*(esp/(nese*4))*qvol(2,1);% carga y nodo 12 
 rppdoel(12,3)=((rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney))+0.5*(rlx/(4*nex))*(rly/(2
*ney)))*(esp/(nese*4))*qvol(3,1);% carga z nodo 12 
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% CAPA INTERMEDIA ELEMENTO 
 rppdoel(13,1)=(rlx/(2*nex))*(rly/(2*ney))*(esp/(nese*2))*qvol(1,1);% 
carga x nodo 13 
 rppdoel(13,2)=(rlx/(2*nex))*(rly/(2*ney))*(esp/(nese*2))*qvol(2,1);% 
carga y nodo 13 
 rppdoel(13,3)=(rlx/(2*nex))*(rly/(2*ney))*(esp/(nese*2))*qvol(3,1);% 
carga z nodo 13 
 rppdoel(14,1)=(rlx/(2*nex))*(rly/(2*ney))*(esp/(nese*2))*qvol(1,1);% 
carga x nodo 14 
 rppdoel(14,2)=(rlx/(2*nex))*(rly/(2*ney))*(esp/(nese*2))*qvol(2,1);% 
carga y nodo 14 
 rppdoel(14,3)=(rlx/(2*nex))*(rly/(2*ney))*(esp/(nese*2))*qvol(3,1);% 
carga z nodo 14 
 rppdoel(15,1)=(rlx/(2*nex))*(rly/(2*ney))*(esp/(nese*2))*qvol(1,1);% 
carga x nodo 15 
 rppdoel(15,2)=(rlx/(2*nex))*(rly/(2*ney))*(esp/(nese*2))*qvol(2,1);% 
carga y nodo 15 
 rppdoel(15,3)=(rlx/(2*nex))*(rly/(2*ney))*(esp/(nese*2))*qvol(3,1);% 
carga z nodo 15 
 rppdoel(16,1)=(rlx/(2*nex))*(rly/(2*ney))*(esp/(nese*2))*qvol(1,1);% 
carga x nodo 16 
 rppdoel(16,2)=(rlx/(2*nex))*(rly/(2*ney))*(esp/(nese*2))*qvol(2,1);% 
carga y nodo 16 
 rppdoel(16,3)=(rlx/(2*nex))*(rly/(2*ney))*(esp/(nese*2))*qvol(3,1);% 
carga z nodo 16 
end % fin end 
 
%                 -------------------------- 
% FUERZAS REPARTIDAS SOBRE CARA SUP DE LA PLACA/LAMINA 
 
if(qsupconc==1) % cocent direc de carg en los nod del elem deb a f repart 
superf 
  
    if(izw>(nex*ney)*(nese-1)) 
% CAPA SUPERIOR ELEMENTO 
 rqrdoel(5,1)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*qsup(1,1);% carga x nodo 5 
 rqrdoel(5,2)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*qsup(2,1);% carga y nodo 5 
 rqrdoel(5,3)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*qsup(3,1);% carga z nodo 5 
 rqrdoel(6,1)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*qsup(1,1);% carga x nodo 6 
 rqrdoel(6,2)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*qsup(2,1);% carga y nodo 6 
 rqrdoel(6,3)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*qsup(3,1);% carga z nodo 6 
 rqrdoel(7,1)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*qsup(1,1);% carga x nodo 7 
 rqrdoel(7,2)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*qsup(2,1);% carga y nodo 7 
 rqrdoel(7,3)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*qsup(3,1);% carga z nodo 7 
 rqrdoel(8,1)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*qsup(1,1);% carga x nodo 8 
 rqrdoel(8,2)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*qsup(2,1);% carga y nodo 8 
 rqrdoel(8,3)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*qsup(3,1);% carga z nodo 8 
 rqrdoel(17,1)=((rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney))+0.5*(rlx/(2*nex))*(rly/(4
*ney)))*qsup(1,1);% carga x nodo 17 
 rqrdoel(17,2)=((rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney))+0.5*(rlx/(2*nex))*(rly/(4
*ney)))*qsup(2,1);% carga y nodo 17 
 rqrdoel(17,3)=((rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney))+0.5*(rlx/(2*nex))*(rly/(4
*ney)))*qsup(3,1);% carga z nodo 17 
 rqrdoel(19,1)=((rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney))+0.5*(rlx/(2*nex))*(rly/(4
*ney)))*qsup(1,1);% carga x nodo 19 
 rqrdoel(19,2)=((rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney))+0.5*(rlx/(2*nex))*(rly/(4
*ney)))*qsup(2,1);% carga y nodo 19 
 rqrdoel(19,3)=((rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney))+0.5*(rlx/(2*nex))*(rly/(4
*ney)))*qsup(3,1);% carga z nodo 19 
 rqrdoel(18,1)=((rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney))+0.5*(rlx/(4*nex))*(rly/(2
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*ney)))*qsup(1,1);% carga x nodo 18 
 rqrdoel(18,2)=((rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney))+0.5*(rlx/(4*nex))*(rly/(2
*ney)))*qsup(2,1);% carga y nodo 18 
 rqrdoel(18,3)=((rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney))+0.5*(rlx/(4*nex))*(rly/(2
*ney)))*qsup(3,1);% carga z nodo 18 
 rqrdoel(20,1)=((rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney))+0.5*(rlx/(4*nex))*(rly/(2
*ney)))*qsup(1,1);% carga x nodo 20 
 rqrdoel(20,2)=((rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney))+0.5*(rlx/(4*nex))*(rly/(2
*ney)))*qsup(2,1);% carga y nodo 20 
 rqrdoel(20,3)=((rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney))+0.5*(rlx/(4*nex))*(rly/(2
*ney)))*qsup(3,1);% carga z nodo 20 
   end % fin end 
end % fin end 
% -------------------- 
********** 
% ***************************************************** 
% ******************** maCARGASaristas ************ 
% ***************************************************** 
% --------------------------------- 
 
if (nariscarg~=0)% nº de aristas cargadas 
    for iiarist=1:nariscarg 
         
    CARGariX=matcargaarist(iiarist,1); 
    CARGariY=matcargaarist(iiarist,2); 
    CARGariZ=matcargaarist(iiarist,3); 
     
        if(CARGariX==1000000) 
disp('la carga Px tiene una variac lin, P=A*x+B, a lo largo de los nodos 
de la arista') 
iiarist 
disp('') 
coefApx=input('deme el valor del cofic A:') 
disp('') 
coefBpx=input('deme el valor del cofic B:') 
        end 
        if(CARGariY==1000000) 
disp('la carga Py tiene una variac lin, P=A*x+B, a lo largo de los nodos 
de la arista') 
iiarist 
disp('') 
coefApy=input('deme el valor del cofic A:') 
disp('') 
coefBpy=input('deme el valor del cofic B:') 
        end 
        if(CARGariZ==1000000) 
disp('la carga Pz tiene una variac lin, P=A*x+B, a lo largo de los nodos 
de la arista') 
iiarist 
disp('') 
coefApz=input('deme el valor del cofic A:') 
disp('') 
coefBpz=input('deme el valor del cofic B:') 
        end 
    intrasdos=matcargaarist(iiarist,4); 
    superfmedia=matcargaarist(iiarist,5); 
    trasdos=matcargaarist(iiarist,6); 
    caradetrasejex=matcargaarist(iiarist,7); 
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    caradelanteejex=matcargaarist(iiarist,8); 
    caradetrasejey=matcargaarist(iiarist,9); 
    caradelanteejey=matcargaarist(iiarist,10); 
 
        if(intrasdos==1 & caradetrasejey==1) 
           for jjarist=1:nex*2+1 
           nodo=tchex(1,jjarist,1); 
           if(nodo~=0) 
                coordxnodo=rxdo(nodo,1); 
                if(CARGariX~=1000000) 
                cargnodox=CARGariX; 
                end 
                if(CARGariY~=1000000) 
                cargnodoy=CARGariY; 
                end 
                if(CARGariZ~=1000000) 
                cargnodoz=CARGariZ; 
                end 
                if(CARGariX==1000000) 
                cargnodox=coefApx*coordxnodo+coefBpx; 
                end 
                if(CARGariY==1000000) 
                cargnodoy=coefApy*coordxnodo+coefBpy; 
                end 
                if(CARGariZ==1000000) 
                cargnodoz=coefApz*coordxnodo+coefBpz; 
                end 
                p1((nodo-1)*ngln+1,1)=p1((nodo-1)*ngln+1,1)+cargnodox; 
                p1((nodo-1)*ngln+2,1)=p1((nodo-1)*ngln+2,1)+cargnodoy; 
                p1((nodo-1)*ngln+3,1)=p1((nodo-1)*ngln+3,1)+cargnodoz; 
           end  % fin cond nodo 
           end % fin jjarist 
        end  % fin cond   
         
        if(superfmedia==1 & caradetrasejey==1) 
           for jjarist=1:nex*2+1 
           nodo=tchex(1,jjarist,nese+1); 
           if(nodo~=0) 
                coordxnodo=rxdo(nodo,1); 
                if(CARGariX~=1000000) 
                cargnodox=CARGariX; 
                end 
                if(CARGariY~=1000000) 
                cargnodoy=CARGariY; 
                end 
                if(CARGariZ~=1000000) 
                cargnodoz=CARGariZ; 
                end 
                if(CARGariX==1000000) 
                cargnodox=coefApx*coordxnodo+coefBpx; 
                end 
                if(CARGariY==1000000) 
                cargnodoy=coefApy*coordxnodo+coefBpy; 
                end 
                if(CARGariZ==1000000) 
                cargnodoz=coefApz*coordxnodo+coefBpz; 
                end 
                p1((nodo-1)*ngln+1,1)=p1((nodo-1)*ngln+1,1)+cargnodox; 
                p1((nodo-1)*ngln+2,1)=p1((nodo-1)*ngln+2,1)+cargnodoy; 
                p1((nodo-1)*ngln+3,1)=p1((nodo-1)*ngln+3,1)+cargnodoz; 
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           end 
           end % fin jjarist 
        end  % fin cond   
         
        if(trasdos==1 & caradetrasejey==1) 
           for jjarist=1:nex*2+1 
           nodo=tchex(1,jjarist,2*nese+1); 
           if(nodo~=0) 
                coordxnodo=rxdo(nodo,1); 
                if(CARGariX~=1000000) 
                cargnodox=CARGariX; 
                end 
                if(CARGariY~=1000000) 
                cargnodoy=CARGariY; 
                end 
                if(CARGariZ~=1000000) 
                cargnodoz=CARGariZ; 
                end 
                if(CARGariX==1000000) 
                cargnodox=coefApx*coordxnodo+coefBpx; 
                end 
                if(CARGariY==1000000) 
                cargnodoy=coefApy*coordxnodo+coefBpy; 
                end 
                if(CARGariZ==1000000) 
                cargnodoz=coefApz*coordxnodo+coefBpz; 
                end 
                p1((nodo-1)*ngln+1,1)=p1((nodo-1)*ngln+1,1)+cargnodox; 
                p1((nodo-1)*ngln+2,1)=p1((nodo-1)*ngln+2,1)+cargnodoy; 
                p1((nodo-1)*ngln+3,1)=p1((nodo-1)*ngln+3,1)+cargnodoz; 
 
           end 
           end % fin jjarist 
        end  % fin cond   
% -------------------------------------         
        if(intrasdos==1 & caradelanteejey==1) 
           for jjarist=1:nex*2+1 
           nodo=tchex(ney*2+1,jjarist,1); 
           if(nodo~=0) 
                coordxnodo=rxdo(nodo,1); 
                if(CARGariX~=1000000) 
                cargnodox=CARGariX; 
                end 
                if(CARGariY~=1000000) 
                cargnodoy=CARGariY; 
                end 
                if(CARGariZ~=1000000) 
                cargnodoz=CARGariZ; 
                end 
                if(CARGariX==1000000) 
                cargnodox=coefApx*coordxnodo+coefBpx; 
                end 
                if(CARGariY==1000000) 
                cargnodoy=coefApy*coordxnodo+coefBpy; 
                end 
                if(CARGariZ==1000000) 
                cargnodoz=coefApz*coordxnodo+coefBpz; 
                end 
                p1((nodo-1)*ngln+1,1)=p1((nodo-1)*ngln+1,1)+cargnodox; 
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                p1((nodo-1)*ngln+2,1)=p1((nodo-1)*ngln+2,1)+cargnodoy; 
                p1((nodo-1)*ngln+3,1)=p1((nodo-1)*ngln+3,1)+cargnodoz; 
 
            end     
            end % fin jjarist 
        end  % fin cond   
         
        if(superfmedia==1 & caradelanteejey==1) 
           for jjarist=1:nex*2+1 
           nodo=tchex(ney*2+1,jjarist,nese+1); 
           if(nodo~=0) 
                coordxnodo=rxdo(nodo,1); 
                if(CARGariX~=1000000) 
                cargnodox=CARGariX; 
                end 
                if(CARGariY~=1000000) 
                cargnodoy=CARGariY; 
                end 
                if(CARGariZ~=1000000) 
                cargnodoz=CARGariZ; 
                end 
                if(CARGariX==1000000) 
                cargnodox=coefApx*coordxnodo+coefBpx; 
                end 
                if(CARGariY==1000000) 
                cargnodoy=coefApy*coordxnodo+coefBpy; 
                end 
                if(CARGariZ==1000000) 
                cargnodoz=coefApz*coordxnodo+coefBpz; 
                end 
                p1((nodo-1)*ngln+1,1)=p1((nodo-1)*ngln+1,1)+cargnodox; 
                p1((nodo-1)*ngln+2,1)=p1((nodo-1)*ngln+2,1)+cargnodoy; 
                p1((nodo-1)*ngln+3,1)=p1((nodo-1)*ngln+3,1)+cargnodoz; 
 
            end     
            end % fin jjarist 
        end  % fin cond   
         
        if(trasdos==1 & caradelanteejey==1) 
           for jjarist=1:nex*2+1 
           nodo=tchex(ney*2+1,jjarist,2*nese+1); 
           if(nodo~=0) 
                coordxnodo=rxdo(nodo,1); 
                if(CARGariX~=1000000) 
                cargnodox=CARGariX; 
                end 
                if(CARGariY~=1000000) 
                cargnodoy=CARGariY; 
                end 
                if(CARGariZ~=1000000) 
                cargnodoz=CARGariZ; 
                end 
                if(CARGariX==1000000) 
                cargnodox=coefApx*coordxnodo+coefBpx; 
                end 
                if(CARGariY==1000000) 
                cargnodoy=coefApy*coordxnodo+coefBpy; 
                end 
                if(CARGariZ==1000000) 
                cargnodoz=coefApz*coordxnodo+coefBpz; 
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                end 
                p1((nodo-1)*ngln+1,1)=p1((nodo-1)*ngln+1,1)+cargnodox; 
                p1((nodo-1)*ngln+2,1)=p1((nodo-1)*ngln+2,1)+cargnodoy; 
                p1((nodo-1)*ngln+3,1)=p1((nodo-1)*ngln+3,1)+cargnodoz; 
 
            end     
            end % fin jjarist 
        end  % fin cond   
         
% -------------------------------------          
 if(intrasdos==1 & caradetrasejex==1) 
           for jjarist=1:ney*2+1 
           nodo=tchex(jjarist,1,1); 
           if(nodo~=0) 
                coordynodo=rxdo(nodo,2); 
                if(CARGariX~=1000000) 
                cargnodox=CARGariX; 
                end 
                if(CARGariY~=1000000) 
                cargnodoy=CARGariY; 
                end 
                if(CARGariZ~=1000000) 
                cargnodoz=CARGariZ; 
                end 
                if(CARGariX==1000000) 
                cargnodox=coefApx*coordynodo+coefBpx; 
                end 
                if(CARGariY==1000000) 
                cargnodoy=coefApy*coordynodo+coefBpy; 
                end 
                if(CARGariZ==1000000) 
                cargnodoz=coefApz*coordynodo+coefBpz; 
                end 
                p1((nodo-1)*ngln+1,1)=p1((nodo-1)*ngln+1,1)+cargnodox; 
                p1((nodo-1)*ngln+2,1)=p1((nodo-1)*ngln+2,1)+cargnodoy; 
                p1((nodo-1)*ngln+3,1)=p1((nodo-1)*ngln+3,1)+cargnodoz; 
            end     
            end % fin jjarist 
        end  % fin cond   
         
        if(superfmedia==1 & caradetrasejex==1) 
           for jjarist=1:ney*2+1 
           nodo=tchex(jjarist,1,nese+1); 
           if(nodo~=0) 
                coordynodo=rxdo(nodo,2); 
                if(CARGariX~=1000000) 
                cargnodox=CARGariX; 
                end 
                if(CARGariY~=1000000) 
                cargnodoy=CARGariY; 
                end 
                if(CARGariZ~=1000000) 
                cargnodoz=CARGariZ; 
                end 
                if(CARGariX==1000000) 
                cargnodox=coefApx*coordynodo+coefBpx; 
                end 
                if(CARGariY==1000000) 
                cargnodoy=coefApy*coordynodo+coefBpy; 
                end 
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                if(CARGariZ==1000000) 
                cargnodoz=coefApz*coordynodo+coefBpz; 
                end 
                p1((nodo-1)*ngln+1,1)=p1((nodo-1)*ngln+1,1)+cargnodox; 
                p1((nodo-1)*ngln+2,1)=p1((nodo-1)*ngln+2,1)+cargnodoy; 
                p1((nodo-1)*ngln+3,1)=p1((nodo-1)*ngln+3,1)+cargnodoz; 
            end     
            end % fin jjarist 
        end  % fin cond   
         
        if(trasdos==1 & caradetrasejex==1) 
           for jjarist=1:ney*2+1 
           nodo=tchex(jjarist,1,2*nese+1); 
           if(nodo~=0) 
                coordynodo=rxdo(nodo,2); 
                if(CARGariX~=1000000) 
                cargnodox=CARGariX; 
                end 
                if(CARGariY~=1000000) 
                cargnodoy=CARGariY; 
                end 
                if(CARGariZ~=1000000) 
                cargnodoz=CARGariZ; 
                end 
                if(CARGariX==1000000) 
                cargnodox=coefApx*coordynodo+coefBpx; 
                end 
                if(CARGariY==1000000) 
                cargnodoy=coefApy*coordynodo+coefBpy; 
                end 
                if(CARGariZ==1000000) 
                cargnodoz=coefApz*coordynodo+coefBpz; 
                end 
                p1((nodo-1)*ngln+1,1)=p1((nodo-1)*ngln+1,1)+cargnodox; 
                p1((nodo-1)*ngln+2,1)=p1((nodo-1)*ngln+2,1)+cargnodoy; 
                p1((nodo-1)*ngln+3,1)=p1((nodo-1)*ngln+3,1)+cargnodoz; 
            end     
            end % fin jjarist 
        end  % fin cond   
% -------------------------------------        
        if(intrasdos==1 & caradelanteejex==1) 
           for jjarist=1:ney*2+1 
           nodo=tchex(jjarist,nex*2+1,1); 
           if(nodo~=0) 
                coordynodo=rxdo(nodo,2); 
                if(CARGariX~=1000000) 
                cargnodox=CARGariX; 
                end 
                if(CARGariY~=1000000) 
                cargnodoy=CARGariY; 
                end 
                if(CARGariZ~=1000000) 
                cargnodoz=CARGariZ; 
                end 
                if(CARGariX==1000000) 
                cargnodox=coefApx*coordynodo+coefBpx; 
                end 
                if(CARGariY==1000000) 
                cargnodoy=coefApy*coordynodo+coefBpy; 
                end 
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                if(CARGariZ==1000000) 
                cargnodoz=coefApz*coordynodo+coefBpz; 
                end 
                p1((nodo-1)*ngln+1,1)=p1((nodo-1)*ngln+1,1)+cargnodox; 
                p1((nodo-1)*ngln+2,1)=p1((nodo-1)*ngln+2,1)+cargnodoy; 
                p1((nodo-1)*ngln+3,1)=p1((nodo-1)*ngln+3,1)+cargnodoz; 
            end     
            end % fin jjarist 
        end  % fin cond   
         
        if(superfmedia==1 & caradelanteejex==1) 
           for jjarist=1:ney*2+1 
           nodo=tchex(jjarist,nex*2+1,nese+1); 
           if(nodo~=0) 
                coordynodo=rxdo(nodo,2); 
                if(CARGariX~=1000000) 
                cargnodox=CARGariX; 
                end 
                if(CARGariY~=1000000) 
                cargnodoy=CARGariY; 
                end 
                if(CARGariZ~=1000000) 
                cargnodoz=CARGariZ; 
                end 
                if(CARGariX==1000000) 
                cargnodox=coefApx*coordynodo+coefBpx; 
                end 
                if(CARGariY==1000000) 
                cargnodoy=coefApy*coordynodo+coefBpy; 
                end 
                if(CARGariZ==1000000) 
                cargnodoz=coefApz*coordynodo+coefBpz; 
                end 
                p1((nodo-1)*ngln+1,1)=p1((nodo-1)*ngln+1,1)+cargnodox; 
                p1((nodo-1)*ngln+2,1)=p1((nodo-1)*ngln+2,1)+cargnodoy; 
                p1((nodo-1)*ngln+3,1)=p1((nodo-1)*ngln+3,1)+cargnodoz; 
            end     
            end % fin jjarist 
        end  % fin cond   
         
        if(trasdos==1 & caradelanteejex==1) 
           for jjarist=1:ney*2+1 
           nodo=tchex(jjarist,nex*2+1,2*nese+1); 
           if(nodo~=0) 
                coordynodo=rxdo(nodo,2); 
                if(CARGariX~=1000000) 
                cargnodox=CARGariX; 
                end 
                if(CARGariY~=1000000) 
                cargnodoy=CARGariY; 
                end 
                if(CARGariZ~=1000000) 
                cargnodoz=CARGariZ; 
                end 
                if(CARGariX==1000000) 
                cargnodox=coefApx*coordynodo+coefBpx; 
                end 
                if(CARGariY==1000000) 
                cargnodoy=coefApy*coordynodo+coefBpy; 
                end 
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                if(CARGariZ==1000000) 
                cargnodoz=coefApz*coordynodo+coefBpz; 
                end 
                p1((nodo-1)*ngln+1,1)=p1((nodo-1)*ngln+1,1)+cargnodox; 
                p1((nodo-1)*ngln+2,1)=p1((nodo-1)*ngln+2,1)+cargnodoy; 
                p1((nodo-1)*ngln+3,1)=p1((nodo-1)*ngln+3,1)+cargnodoz; 
            end     
            end % fin jjarist 
        end  % fin cond   
% -------------------------------------        
    end % fin bucle ii 
end % fin cond nº de aristas cargadas
********** 
% ***************************************************** 
% ******************** macoaccbordyapoyais ************ 
% ***************************************************** 
if (ncarasbordescoacc~=0)% nº de caras de borde coaaccion 
     
% -----------------     
if(caradetrasejey==1) 
      tipapoy=tipapoycaradetrasejey; 
      for ccapas=1:nese*2+1      
           for jjarist=1:nex*2+1 
           nodo=tchex(1,jjarist,ccapas); 
           if(nodo~=0) 
                if(tipapoy==1)% apoy fij 
                rcdo(nodo,1)=0; % 0 gdl caccionado 
                rcdo(nodo,2)=0; 
                rcdo(nodo,3)=0; 
                end % fin cond tipo apoy 
                if(tipapoy==2)% apoy mov 
                rcdo(nodo,3)=0; % 0 gdl caccionado 
                end % fin cond tipo apoy 
           end % fin cond nodo 
           end % fin jjarist 
      
      end % fin bucle capas 
   end  % fin cond  
% ----------------- 
if(caradelanteejey==1) 
      tipapoy=tipapoycaradelanteejey; 
      for ccapas=1:nese*2+1      
           for jjarist=1:nex*2+1 
           nodo=tchex(ney*2+1,jjarist,ccapas); 
           if(nodo~=0) 
                if(tipapoy==1)% apoy fij 
                rcdo(nodo,1)=0; % 0 gdl caccionado 
                rcdo(nodo,2)=0; 
                rcdo(nodo,3)=0; 
                end % fin cond tipo apoy 
                if(tipapoy==2)% apoy mov 
                rcdo(nodo,3)=0; % 0 gdl caccionado 
                end % fin cond tipo apoy 
           end % fin cond nodo 
           end % fin jjarist 
      
      end % fin bucle capas 
   end  % fin cond  
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% ----------------- 
if(caradetrasejex==1) 
      tipapoy=tipapoycaradetrasejex; 
      for ccapas=1:nese*2+1      
           for jjarist=1:ney*2+1 
           nodo=tchex(jjarist,1,ccapas); 
           if(nodo~=0) 
                if(tipapoy==1)% apoy fij 
                rcdo(nodo,1)=0; % 0 gdl caccionado 
                rcdo(nodo,2)=0; 
                rcdo(nodo,3)=0; 
                end % fin cond tipo apoy 
                if(tipapoy==2)% apoy mov 
                rcdo(nodo,3)=0; % 0 gdl caccionado 
                end % fin cond tipo apoy 
           end % fin cond nodo 
           end % fin jjarist 
      
      end % fin bucle capas 
   end  % fin cond  
% ----------------- 
if(caradelanteejex==1)  
      tipapoy=tipapoycaradelanteejex; 
      for ccapas=1:nese*2+1      
           for jjarist=1:ney*2+1 
           nodo=tchex(jjarist,nex*2+1,ccapas); 
           if(nodo~=0) 
                if(tipapoy==1)% apoy fij 
                rcdo(nodo,1)=0; % 0 gdl caccionado 
                rcdo(nodo,2)=0; 
                rcdo(nodo,3)=0; 
                end % fin cond tipo apoy 
                if(tipapoy==2)% apoy mov 
                rcdo(nodo,3)=0; % 0 gdl caccionado 
                end % fin cond tipo apoy 
           end % fin cond nodo 
           end % fin jjarist 
      
      end % fin bucle capas 
   end  % fin cond  
% ----------------- 
 
end  % fin cond nº de caras de borde coaaccion 
 
% ----------------------------------------------------- 
% impone rest en gdl caccionados si hay apoy aislados         
       if(nnapaisl~=0)% impone rest en gdl caccionados si hay apoy 
aislados 
            for i=1:nnapaisl 
            nudo=rcdoapyal(i,1); 
            rcdo(nudo,1)=rcdoapyal(i,2);% impone rest en gdl caccionados 
            rcdo(nudo,2)=rcdoapyal(i,3); 
            rcdo(nudo,3)=rcdoapyal(i,4); 
            end     
        end 
********** 
% ***************************************************** 
% ******************** macoaccionesaristas ************ 
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% ***************************************************** 
% --------------------------------- 
 
if (nariscoacc~=0)% nº de aristas coaaccion 
    for iiarist=1:nariscoacc 
     
    tipapoy=matcoaccarist(iiarist,1); 
     
    intrasdos=matcoaccarist(iiarist,2); 
    superfmedia=matcoaccarist(iiarist,3); 
    trasdos=matcoaccarist(iiarist,4); 
    caradetrasejex=matcoaccarist(iiarist,5); 
    caradelanteejex=matcoaccarist(iiarist,6); 
    caradetrasejey=matcoaccarist(iiarist,7); 
    caradelanteejey=matcoaccarist(iiarist,8); 
     
    if (tipapoy==3 & intrasdos==1 & caradetrasejex==1) 
    disp('')     
    disp('arista en intrasdos-cara detras eje x') 
    disp('') 
    coaccu=input('si el corrim u esta coacc deme cero, en caso contrario 
deme 1:') 
    disp('') 
    coaccv=input('si el corrim v esta coacc deme cero, en caso contrario 
deme 1:') 
    disp('') 
    coaccw=input('si el corrim w esta coacc deme cero, en caso contrario 
deme 1:') 
    disp('') 
    end 
    if (tipapoy==3 & intrasdos==1 & caradelanteejex==1) 
    disp('')     
    disp('arista en intrasdos-cara delante eje x') 
    disp('') 
    coaccu=input('si el corrim u esta coacc deme cero, en caso contrario 
deme 1:') 
    disp('') 
    coaccv=input('si el corrim v esta coacc deme cero, en caso contrario 
deme 1:') 
    disp('') 
    coaccw=input('si el corrim w esta coacc deme cero, en caso contrario 
deme 1:') 
    disp('') 
    end 
    if (tipapoy==3 & intrasdos==1 & caradetrasejey==1) 
    disp('')     
    disp('arista en intrasdos-cara detras eje y') 
    disp('') 
    coaccu=input('si el corrim u esta coacc deme cero, en caso contrario 
deme 1:') 
    disp('') 
    coaccv=input('si el corrim v esta coacc deme cero, en caso contrario 
deme 1:') 
    disp('') 
    coaccw=input('si el corrim w esta coacc deme cero, en caso contrario 
deme 1:') 
    disp('') 
    end 
    if (tipapoy==3 & intrasdos==1 & caradelanteejey==1) 
    disp('')     
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    disp('arista en intrasdos-cara delante eje y') 
    disp('') 
    coaccu=input('si el corrim u esta coacc deme cero, en caso contrario 
deme 1:') 
    disp('') 
    coaccv=input('si el corrim v esta coacc deme cero, en caso contrario 
deme 1:') 
    disp('') 
    coaccw=input('si el corrim w esta coacc deme cero, en caso contrario 
deme 1:') 
    disp('') 
    end 
    % -------------------------------------------------- 
    if (tipapoy==3 & superfmedia==1 & caradetrasejex==1) 
    disp('')     
    disp('arista en superf media-cara detras eje x') 
    disp('') 
    coaccu=input('si el corrim u esta coacc deme cero, en caso contrario 
deme 1:') 
    disp('') 
    coaccv=input('si el corrim v esta coacc deme cero, en caso contrario 
deme 1:') 
    disp('') 
    coaccw=input('si el corrim w esta coacc deme cero, en caso contrario 
deme 1:') 
    disp('') 
    end 
    if (tipapoy==3 & superfmedia==1 & caradelanteejex==1) 
    disp('')     
    disp('arista en superf media-cara delante eje x') 
    disp('') 
    coaccu=input('si el corrim u esta coacc deme cero, en caso contrario 
deme 1:') 
    disp('') 
    coaccv=input('si el corrim v esta coacc deme cero, en caso contrario 
deme 1:') 
    disp('') 
    coaccw=input('si el corrim w esta coacc deme cero, en caso contrario 
deme 1:') 
    disp('') 
    end 
    if (tipapoy==3 & superfmedia==1 & caradetrasejey==1) 
    disp('')     
    disp('arista en superf media-cara detras eje y') 
    disp('') 
    coaccu=input('si el corrim u esta coacc deme cero, en caso contrario 
deme 1:') 
    disp('') 
    coaccv=input('si el corrim v esta coacc deme cero, en caso contrario 
deme 1:') 
    disp('') 
    coaccw=input('si el corrim w esta coacc deme cero, en caso contrario 
deme 1:') 
    disp('') 
    end 
    if (tipapoy==3 & superfmedia==1 & caradelanteejey==1) 
    disp('')     
    disp('arista en superf media-cara delante eje y') 
    disp('') 
    coaccu=input('si el corrim u esta coacc deme cero, en caso contrario 
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deme 1:') 
    disp('') 
    coaccv=input('si el corrim v esta coacc deme cero, en caso contrario 
deme 1:') 
    disp('') 
    coaccw=input('si el corrim w esta coacc deme cero, en caso contrario 
deme 1:') 
    disp('') 
    end 
% -------------------------------------------------------------- 
    if (tipapoy==3 & trasdos==1 & caradetrasejex==1) 
    disp('')     
    disp('arista en trasdos-cara detras eje x') 
    disp('') 
    coaccu=input('si el corrim u esta coacc deme cero, en caso contrario 
deme 1:') 
    disp('') 
    coaccv=input('si el corrim v esta coacc deme cero, en caso contrario 
deme 1:') 
    disp('') 
    coaccw=input('si el corrim w esta coacc deme cero, en caso contrario 
deme 1:') 
    disp('') 
    end 
    if (tipapoy==3 & trasdos==1 & caradelanteejex==1) 
    disp('')     
    disp('arista en trasdos-cara delante eje x') 
    disp('') 
    coaccu=input('si el corrim u esta coacc deme cero, en caso contrario 
deme 1:') 
    disp('') 
    coaccv=input('si el corrim v esta coacc deme cero, en caso contrario 
deme 1:') 
    disp('') 
    coaccw=input('si el corrim w esta coacc deme cero, en caso contrario 
deme 1:') 
    disp('') 
    end 
    if (tipapoy==3 & trasdos==1 & caradetrasejey==1) 
    disp('')     
    disp('arista en trasdos-cara detras eje y') 
    disp('') 
    coaccu=input('si el corrim u esta coacc deme cero, en caso contrario 
deme 1:') 
    disp('') 
    coaccv=input('si el corrim v esta coacc deme cero, en caso contrario 
deme 1:') 
    disp('') 
    coaccw=input('si el corrim w esta coacc deme cero, en caso contrario 
deme 1:') 
    disp('') 
    end 
    if (tipapoy==3 & trasdos==1 & caradelanteejey==1) 
    disp('')     
    disp('arista en trasdos-cara delante eje y') 
    disp('') 
    coaccu=input('si el corrim u esta coacc deme cero, en caso contrario 
deme 1:') 
    disp('') 
    coaccv=input('si el corrim v esta coacc deme cero, en caso contrario 
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deme 1:') 
    disp('') 
    coaccw=input('si el corrim w esta coacc deme cero, en caso contrario 
deme 1:') 
    disp('') 
    end 
 
 
        if(intrasdos==1 & caradetrasejey==1) 
           for jjarist=1:nex*2+1 
           nodo=tchex(1,jjarist,1); 
           if(nodo~=0) 
                if(tipapoy==1)% apoy fij 
                rcdo(nodo,1)=0; % 0 gdl caccionado 
                rcdo(nodo,2)=0; 
                rcdo(nodo,3)=0; 
                end % fin cond tipo apoy 
                if(tipapoy==2)% apoy mov 
                rcdo(nodo,3)=0; % 0 gdl caccionado 
                end % fin cond tipo apoy 
                if(tipapoy==3)% apoy con cond mixtas 
                rcdo(nodo,1)=coaccu; % 0 gdl caccionado 
                rcdo(nodo,2)=coaccv; 
                rcdo(nodo,3)=coaccw; 
                end % fin cond tipo apoy 
           end 
           end % fin jjarist 
        end  % fin cond   
         
        if(superfmedia==1 & caradetrasejey==1) 
           for jjarist=1:nex*2+1 
           nodo=tchex(1,jjarist,nese+1); 
           if(nodo~=0) 
                if(tipapoy==1)% apoy fij 
                rcdo(nodo,1)=0; % 0 gdl caccionado 
                rcdo(nodo,2)=0; 
                rcdo(nodo,3)=0; 
                end % fin cond tipo apoy 
                if(tipapoy==2)% apoy mov 
                rcdo(nodo,3)=0; % 0 gdl caccionado 
                end % fin cond tipo apoy 
                if(tipapoy==3)% apoy con cond mixtas 
                rcdo(nodo,1)=coaccu; % 0 gdl caccionado 
                rcdo(nodo,2)=coaccv; 
                rcdo(nodo,3)=coaccw; 
                end % fin cond tipo apoy 
           end 
           end % fin jjarist 
        end  % fin cond   
         
        if(trasdos==1 & caradetrasejey==1) 
           for jjarist=1:nex*2+1 
           nodo=tchex(1,jjarist,2*nese+1); 
           if(nodo~=0) 
                if(tipapoy==1)% apoy fij 
                rcdo(nodo,1)=0; % 0 gdl caccionado 
                rcdo(nodo,2)=0; 
                rcdo(nodo,3)=0; 
                end % fin cond tipo apoy 
                if(tipapoy==2)% apoy mov 
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                rcdo(nodo,3)=0; % 0 gdl caccionado 
                end % fin cond tipo apoy 
                if(tipapoy==3)% apoy con cond mixtas 
                rcdo(nodo,1)=coaccu; % 0 gdl caccionado 
                rcdo(nodo,2)=coaccv; 
                rcdo(nodo,3)=coaccw; 
                end % fin cond tipo apoy 
           end 
           end % fin jjarist 
        end  % fin cond   
% -------------------------------------         
        if(intrasdos==1 & caradelanteejey==1) 
           for jjarist=1:nex*2+1 
           nodo=tchex(ney*2+1,jjarist,1); 
           if(nodo~=0) 
                if(tipapoy==1)% apoy fij 
                rcdo(nodo,1)=0; % 0 gdl caccionado 
                rcdo(nodo,2)=0; 
                rcdo(nodo,3)=0; 
                end % fin cond tipo apoy 
                if(tipapoy==2)% apoy mov 
                rcdo(nodo,3)=0; % 0 gdl caccionado 
                end % fin cond tipo apoy 
                if(tipapoy==3)% apoy con cond mixtas 
                rcdo(nodo,1)=coaccu; % 0 gdl caccionado 
                rcdo(nodo,2)=coaccv; 
                rcdo(nodo,3)=coaccw; 
                end % fin cond tipo apoy 
            end     
            end % fin jjarist 
        end  % fin cond   
         
        if(superfmedia==1 & caradelanteejey==1) 
           for jjarist=1:nex*2+1 
           nodo=tchex(ney*2+1,jjarist,nese+1); 
           if(nodo~=0) 
                if(tipapoy==1)% apoy fij 
                rcdo(nodo,1)=0; % 0 gdl caccionado 
                rcdo(nodo,2)=0; 
                rcdo(nodo,3)=0; 
                end % fin cond tipo apoy 
                if(tipapoy==2)% apoy mov 
                rcdo(nodo,3)=0; % 0 gdl caccionado 
                end % fin cond tipo apoy 
                if(tipapoy==3)% apoy con cond mixtas 
                rcdo(nodo,1)=coaccu; % 0 gdl caccionado 
                rcdo(nodo,2)=coaccv; 
                rcdo(nodo,3)=coaccw; 
                end % fin cond tipo apoy 
            end     
            end % fin jjarist 
        end  % fin cond   
         
        if(trasdos==1 & caradelanteejey==1) 
           for jjarist=1:nex*2+1 
           nodo=tchex(ney*2+1,jjarist,2*nese+1); 
           if(nodo~=0) 
                if(tipapoy==1)% apoy fij 
                rcdo(nodo,1)=0; % 0 gdl caccionado 
                rcdo(nodo,2)=0; 
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                rcdo(nodo,3)=0; 
                end % fin cond tipo apoy 
                if(tipapoy==2)% apoy mov 
                rcdo(nodo,3)=0; % 0 gdl caccionado 
                end % fin cond tipo apoy 
                if(tipapoy==3)% apoy con cond mixtas 
                rcdo(nodo,1)=coaccu; % 0 gdl caccionado 
                rcdo(nodo,2)=coaccv; 
                rcdo(nodo,3)=coaccw; 
                end % fin cond tipo apoy 
            end     
            end % fin jjarist 
        end  % fin cond   
% -------------------------------------          
 if(intrasdos==1 & caradetrasejex==1) 
           for jjarist=1:ney*2+1 
           nodo=tchex(jjarist,1,1); 
           if(nodo~=0) 
                if(tipapoy==1)% apoy fij 
                rcdo(nodo,1)=0; % 0 gdl caccionado 
                rcdo(nodo,2)=0; 
                rcdo(nodo,3)=0; 
                end % fin cond tipo apoy 
                if(tipapoy==2)% apoy mov 
                rcdo(nodo,3)=0; % 0 gdl caccionado 
                end % fin cond tipo apoy 
                if(tipapoy==3)% apoy con cond mixtas 
                rcdo(nodo,1)=coaccu; % 0 gdl caccionado 
                rcdo(nodo,2)=coaccv; 
                rcdo(nodo,3)=coaccw; 
                end % fin cond tipo apoy 
            end     
            end % fin jjarist 
        end  % fin cond   
         
        if(superfmedia==1 & caradetrasejex==1) 
           for jjarist=1:ney*2+1 
           nodo=tchex(jjarist,1,nese+1); 
           if(nodo~=0) 
                if(tipapoy==1)% apoy fij 
                rcdo(nodo,1)=0; % 0 gdl caccionado 
                rcdo(nodo,2)=0; 
                rcdo(nodo,3)=0; 
                end % fin cond tipo apoy 
                if(tipapoy==2)% apoy mov 
                rcdo(nodo,3)=0; % 0 gdl caccionado 
                end % fin cond tipo apoy 
                if(tipapoy==3)% apoy con cond mixtas 
                rcdo(nodo,1)=coaccu; % 0 gdl caccionado 
                rcdo(nodo,2)=coaccv; 
                rcdo(nodo,3)=coaccw; 
                end % fin cond tipo apoy 
            end     
            end % fin jjarist 
        end  % fin cond   
         
        if(trasdos==1 & caradetrasejex==1) 
           for jjarist=1:ney*2+1 
           nodo=tchex(jjarist,1,2*nese+1); 
           if(nodo~=0) 
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                if(tipapoy==1)% apoy fij 
                rcdo(nodo,1)=0; % 0 gdl caccionado 
                rcdo(nodo,2)=0; 
                rcdo(nodo,3)=0; 
                end % fin cond tipo apoy 
                if(tipapoy==2)% apoy mov 
                rcdo(nodo,3)=0; % 0 gdl caccionado 
                end % fin cond tipo apoy 
                if(tipapoy==3)% apoy con cond mixtas 
                rcdo(nodo,1)=coaccu; % 0 gdl caccionado 
                rcdo(nodo,2)=coaccv; 
                rcdo(nodo,3)=coaccw; 
                end % fin cond tipo apoy 
            end     
            end % fin jjarist 
        end  % fin cond   
% -------------------------------------        
if(intrasdos==1 & caradelanteejex==1) 
           for jjarist=1:ney*2+1 
           nodo=tchex(jjarist,nex*2+1,1); 
           if(nodo~=0) 
                if(tipapoy==1)% apoy fij 
                rcdo(nodo,1)=0; % 0 gdl caccionado 
                rcdo(nodo,2)=0; 
                rcdo(nodo,3)=0; 
                end % fin cond tipo apoy 
                if(tipapoy==2)% apoy mov 
                rcdo(nodo,3)=0; % 0 gdl caccionado 
                end % fin cond tipo apoy 
                if(tipapoy==3)% apoy con cond mixtas 
                rcdo(nodo,1)=coaccu; % 0 gdl caccionado 
                rcdo(nodo,2)=coaccv; 
                rcdo(nodo,3)=coaccw; 
                end % fin cond tipo apoy 
            end     
            end % fin jjarist 
        end  % fin cond   
         
        if(superfmedia==1 & caradelanteejex==1) 
           for jjarist=1:ney*2+1 
           nodo=tchex(jjarist,nex*2+1,nese+1); 
           if(nodo~=0) 
                if(tipapoy==1)% apoy fij 
                rcdo(nodo,1)=0; % 0 gdl caccionado 
                rcdo(nodo,2)=0; 
                rcdo(nodo,3)=0; 
                end % fin cond tipo apoy 
                if(tipapoy==2)% apoy mov 
                rcdo(nodo,3)=0; % 0 gdl caccionado 
                end % fin cond tipo apoy 
                if(tipapoy==3)% apoy con cond mixtas 
                rcdo(nodo,1)=coaccu; % 0 gdl caccionado 
                rcdo(nodo,2)=coaccv; 
                rcdo(nodo,3)=coaccw; 
                end % fin cond tipo apoy 
            end     
            end % fin jjarist 
        end  % fin cond   
         
        if(trasdos==1 & caradelanteejex==1) 
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           for jjarist=1:ney*2+1 
           nodo=tchex(jjarist,nex*2+1,2*nese+1); 
           if(nodo~=0) 
                if(tipapoy==1)% apoy fij 
                rcdo(nodo,1)=0; % 0 gdl caccionado 
                rcdo(nodo,2)=0; 
                rcdo(nodo,3)=0; 
                end % fin cond tipo apoy 
                if(tipapoy==2)% apoy mov 
                rcdo(nodo,3)=0; % 0 gdl caccionado 
                end % fin cond tipo apoy 
                if(tipapoy==3)% apoy con cond mixtas 
                rcdo(nodo,1)=coaccu; % 0 gdl caccionado 
                rcdo(nodo,2)=coaccv; 
                rcdo(nodo,3)=coaccw; 
                end % fin cond tipo apoy 
            end     
            end % fin jjarist 
        end  % fin cond   
% -------------------------------------        
    end % fin bucle ii 
end % fin cond nº de aristas coaaccion
********** 
 
 % ****************************************************************** 
 % *********** Para LAMINA con simetria de carga********************* 
 % coacciones de los nudos de lamina apoyada sobre diafragmas rigidos  
 % en dos bordes opuestos y=0-y=Ly/intrasdos y corrimiento segun eje y  
 % de la seccion central (por ejeml problema 16.24) 
 % ****************************************************************** 
 %   rcdo(ntt,ngln) dimensionada en progr ppal LAMINAS; si= 1000000 g.d.l. 
 %   libre, si =0 coacc 
  
 % coacciona los grados de libertad 1 y 3 (corrimientos u y w)  
 % de la seccion dorsal y=0-intrasdos     
    for i=1:nex*2+1 
    rcdo(i,1)=0;% si= 0 g.d.l. 1 del nudo i coaccionado 
    rcdo(i,3)=0;% si= 0 g.d.l. 3 del nudo i coaccionado 
    end 
     
     %  coacciona los grados de libertad 2 (corrimiento segun eje y) de la 
seccion central    
    for 
i=((nex*2+1)*(ney/2)+(nex+1)*(ney/2))+1:((nex*2+1)*(0.5*ney+1)+(nex+1)*0.5
*ney) 
    rcdo(i,2)=0;% si= 0 g.d.l. 2 del nudo i coaccionado 
    end 
 
 %  coacciona los grados de libertad 1 y 3 (corrimientos u y w)  
 %  de la seccion frontal y=Ly/intrasdos   
    for i=((nex*2+1)*ney+(nex+1)*ney)+1:((nex*2+1)*(ney+1)+(nex+1)*ney) 
    rcdo(i,1)=0;% si= 0 g.d.l. 1 del nudo i coaccionado 
    rcdo(i,3)=0;% si= 0 g.d.l. 3 del nudo i coaccionado 
    end 
********** 
% ******************** matrices de carga consistente 
****************** 
 Anejo 6. Programación del elemento finito serendípito de 20 nodos 
 
288 
 
% ****  carg repart cara sup  y/o fuerz de vol 
************************ 
 
% FUERZAS DE VOLUMEN 
if(qvolcons==1) % matr de fuerz consist en los nod del elem deb a f 
de vol  
rppdoelcons=zeros(60,1);  
    for ipesop=1:60 
     for kpesop=1:1 
   prov1=0; 
   for jpesop=1:3 
  
 prov1=prov1+matfunform360(ipesop,jpesop)*qvol(jpesop,kpesop); 
   end % fin bucle jpesop 
   prov1=prov1*DETJ*coepi*coepj*coepk; 
  
 rppdoelcons(ipesop,kpesop)=rppdoelcons(ipesop,kpesop)+prov1; 
  end % fin bucle kpesop 
 end % fin bucle ipesop 
for iiii=1:20 
    rppdoel(iiii,1)=rppdoelcons((iiii-1)*3+1,1); 
    rppdoel(iiii,2)=rppdoelcons((iiii-1)*3+2,1); 
    rppdoel(iiii,3)=rppdoelcons((iiii-1)*3+3,1); 
end 
end % fin cond 
%                 -------------------------- 
 
% FUERZAS REPARTIDAS SOBRE CARA SUP DE LA PLACA/LAMINA 
if(qsupcons==1) % matr de fuerz consist en los nod del elem deb a f 
de sup 
if(izw>(nex*ney)*(nese-1)+1); 
rqrdoelcons=zeros(60,1);     
 for ipesop=1:60 
        for kpesop=1:1 
  prov1=0; 
   for jpesop=1:3 
  
 prov1=prov1+matfunformaconsqr(ipesop,jpesop)*qsup(jpesop,kpesop); 
   end % fin bucle jpesop 
   prov1=prov1*DETJ1*coepi*coepj;% DETJ1 
??????????????????superf ?????? 
  
 rqrdoelcons(ipesop,kpesop)=rqrdoelcons(ipesop,kpesop)+prov1; 
  end % fin bucle kpesop 
 end % fin bucle ipesop 
for iiii=1:20 
    rqrdoel(iiii,1)=rqrdoelcons((iiii-1)*3+1,1); 
    rqrdoel(iiii,2)=rqrdoelcons((iiii-1)*3+2,1); 
    rqrdoel(iiii,3)=rqrdoelcons((iiii-1)*3+3,1); 
end     
end % fin cond 
end % fin cond
********** 
% cocent direc de masa en los nod del elem ****************************    
 
rmbdo=zeros(60,60); 
 
espelem=esp/nese; % eltura del elemento 
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rmbdo(1,1)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(espelem/4)*dens;% masa en u nodo 1 
rmbdo(2,2)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(espelem/4)*dens;% masa en v nodo 1 
rmbdo(3,3)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(espelem/4)*dens;% masa en w nodo 1 
 
 
rmbdo(4,4)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(espelem/4)*dens;% masa en u nodo 2 
rmbdo(5,5)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(espelem/4)*dens;% masa en v nodo 2 
rmbdo(6,6)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(espelem/4)*dens;% masa en w nodo 2 
 
rmbdo(7,7)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(espelem/4)*dens;% masa en u nodo 3 
rmbdo(8,8)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(espelem/4)*dens;% masa en v nodo 3 
rmbdo(9,9)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(espelem/4)*dens;% masa en w nodo 3 
 
rmbdo(10,10)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(espelem/4)*dens;% masa en u nodo 
4 
rmbdo(11,11)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(espelem/4)*dens;% masa en v nodo 
4 
rmbdo(12,12)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(espelem/4)*dens;% masa en w nodo 
4 
 
rmbdo(25,25)=((rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney))+0.5*(rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney)))
*(espelem/4)*dens;% masa en u nodo 9 
rmbdo(26,26)=((rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney))+0.5*(rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney)))
*(espelem/4)*dens;% masa en v nodo 9 
rmbdo(27,27)=((rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney))+0.5*(rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney)))
*(espelem/4)*dens;% masa en w nodo 9 
 
rmbdo(28,28)=((rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney))+0.5*(rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney)))
*(espelem/4)*dens;% masa en u nodo 10 
rmbdo(29,29)=((rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney))+0.5*(rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney)))
*(espelem/4)*dens;% masa en v nodo 10 
rmbdo(30,30)=((rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney))+0.5*(rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney)))
*(espelem/4)*dens;% masa en w nodo 10 
 
rmbdo(31,31)=((rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney))+0.5*(rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney)))
*(espelem/4)*dens;% masa en u nodo 11 
rmbdo(32,32)=((rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney))+0.5*(rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney)))
*(espelem/4)*dens;% masa en v nodo 11 
rmbdo(33,33)=((rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney))+0.5*(rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney)))
*(espelem/4)*dens;% masa en w nodo 11 
 
rmbdo(34,34)=((rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney))+0.5*(rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney)))
*(espelem/4)*dens;% masa en u nodo 12 
rmbdo(35,35)=((rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney))+0.5*(rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney)))
*(espelem/4)*dens;% masa en v nodo 12 
rmbdo(36,36)=((rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney))+0.5*(rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney)))
*(espelem/4)*dens;% masa en w nodo 12 
 
 
rmbdo(13,13)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(espelem/4)*dens;% masa en u nodo 
5 
rmbdo(14,14)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(espelem/4)*dens;% masa en v nodo 
5 
rmbdo(15,15)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(espelem/4)*dens;% masa en w nodo 
5 
 
 
rmbdo(16,16)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(espelem/4)*dens;% masa en u nodo 
6 
rmbdo(17,17)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(espelem/4)*dens;% masa en v nodo 
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6 
rmbdo(18,18)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(espelem/4)*dens;% masa en w nodo 
6 
 
rmbdo(19,19)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(espelem/4)*dens;% masa en u nodo 
7 
rmbdo(20,20)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(espelem/4)*dens;% masa en v nodo 
7 
rmbdo(21,21)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(espelem/4)*dens;% masa en w nodo 
7 
 
rmbdo(22,22)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(espelem/4)*dens;% masa en u nodo 
8 
rmbdo(23,23)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(espelem/4)*dens;% masa en v nodo 
8 
rmbdo(24,24)=(rlx/(4*nex))*(rly/(4*ney))*(espelem/4)*dens;% masa en w nodo 
8 
 
rmbdo(49,49)=((rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney))+0.5*(rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney)))
*(espelem/4)*dens;% masa en u nodo 17 
rmbdo(50,50)=((rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney))+0.5*(rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney)))
*(espelem/4)*dens;% masa en v nodo 17 
rmbdo(51,51)=((rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney))+0.5*(rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney)))
*(espelem/4)*dens;% masa en w nodo 17 
 
rmbdo(52,52)=((rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney))+0.5*(rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney)))
*(espelem/4)*dens;% masa en u nodo 19 
rmbdo(53,53)=((rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney))+0.5*(rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney)))
*(espelem/4)*dens;% masa en v nodo 19 
rmbdo(54,54)=((rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney))+0.5*(rlx/(2*nex))*(rly/(4*ney)))
*(espelem/4)*dens;% masa en w nodo 19 
 
rmbdo(55,55)=((rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney))+0.5*(rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney)))
*(espelem/4)*dens;% masa en u nodo 18 
rmbdo(56,56)=((rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney))+0.5*(rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney)))
*(espelem/4)*dens;% masa en v nodo 18 
rmbdo(57,57)=((rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney))+0.5*(rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney)))
*(espelem/4)*dens;% masa en w nodo 18 
 
rmbdo(58,58)=((rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney))+0.5*(rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney)))
*(espelem/4)*dens;% masa en u nodo 20 
rmbdo(59,59)=((rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney))+0.5*(rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney)))
*(espelem/4)*dens;% masa en v nodo 20 
rmbdo(60,60)=((rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney))+0.5*(rlx/(4*nex))*(rly/(2*ney)))
*(espelem/4)*dens;% masa en w nodo 20 
 
 
rmbdo(37,37)=(rlx/(2*nex))*(rly/(2*ney))*(espelem/2)*dens;% masa en u nodo 
13 
rmbdo(38,38)=(rlx/(2*nex))*(rly/(2*ney))*(espelem/2)*dens;% masa en v nodo 
13 
rmbdo(39,39)=(rlx/(2*nex))*(rly/(2*ney))*(espelem/2)*dens;% masa en w nodo 
13 
 
 
rmbdo(40,40)=(rlx/(2*nex))*(rly/(2*ney))*(espelem/2)*dens;% masa en u nodo 
14 
rmbdo(41,41)=(rlx/(2*nex))*(rly/(2*ney))*(espelem/2)*dens;% masa en v nodo 
14 
rmbdo(42,42)=(rlx/(2*nex))*(rly/(2*ney))*(espelem/2)*dens;% masa en w nodo 
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14 
 
rmbdo(43,43)=(rlx/(2*nex))*(rly/(2*ney))*(espelem/2)*dens;% masa en u nodo 
15 
rmbdo(44,44)=(rlx/(2*nex))*(rly/(2*ney))*(espelem/2)*dens;% masa en v nodo 
15 
rmbdo(45,45)=(rlx/(2*nex))*(rly/(2*ney))*(espelem/2)*dens;% masa en w nodo 
15 
 
rmbdo(46,46)=(rlx/(2*nex))*(rly/(2*ney))*(espelem/2)*dens;% masa en u nodo 
16 
rmbdo(47,47)=(rlx/(2*nex))*(rly/(2*ney))*(espelem/2)*dens;% masa en v nodo 
16 
rmbdo(48,48)=(rlx/(2*nex))*(rly/(2*ney))*(espelem/2)*dens;% masa en w nodo 
16 
********** 
 
% *************************************++++++++**************** 
% ******************** matmasasconsistente ******************** 
% *********************matriz de masas consistente************* 
 
    masaunivol=dens; 
 
 for imasa=1:20 
  for jmasa=imasa:20 
  prov1=Nfunc(imasa,1)*Nfunc(jmasa,1); 
  prov1=prov1*masaunivol*DETJ*coepi*coepj*coepk; 
   rmbdo((imasa-1)*3+1,(jmasa-
1)*3+1)=rmbdo(imasa,jmasa)+prov1; 
   rmbdo((imasa-1)*3+2,(jmasa-
1)*3+2)=rmbdo(imasa,jmasa)+prov1; 
   rmbdo((imasa-1)*3+3,(jmasa-
1)*3+3)=rmbdo(imasa,jmasa)+prov1; 
  end % fin bucle jmasa 
 end % fin bucle imasa
********** 
 
% ***************************************************** 
% ******************** derivNfuncrxi ********************* 
% ***************************************************** 
maderNirxi=zeros(1,60); 
N1rx=cristff11*N1reta+cristff12*N1rnu+cristff13*N1rpsi; 
N1ry=cristff21*N1reta+cristff22*N1rnu+cristff23*N1rpsi;  
N1rz=cristff31*N1reta+cristff32*N1rnu+cristff33*N1rpsi; 
 
N2rx=cristff11*N2reta+cristff12*N2rnu+cristff13*N2rpsi;  
N2ry=cristff21*N2reta+cristff22*N2rnu+cristff23*N2rpsi; 
N2rz=cristff31*N2reta+cristff32*N2rnu+cristff33*N2rpsi;  
 
N3rx=cristff11*N3reta+cristff12*N3rnu+cristff13*N3rpsi;  
N3ry=cristff21*N3reta+cristff22*N3rnu+cristff23*N3rpsi;  
N3rz=cristff31*N3reta+cristff32*N3rnu+cristff33*N3rpsi;  
 
N4rx=cristff11*N4reta+cristff12*N4rnu+cristff13*N4rpsi;  
N4ry=cristff21*N4reta+cristff22*N4rnu+cristff23*N4rpsi; 
N4rz=cristff31*N4reta+cristff32*N4rnu+cristff33*N4rpsi;  
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N5rx=cristff11*N5reta+cristff12*N5rnu+cristff13*N5rpsi;  
N5ry=cristff21*N5reta+cristff22*N5rnu+cristff23*N5rpsi;  
N5rz=cristff31*N5reta+cristff32*N5rnu+cristff33*N5rpsi;  
 
N6rx=cristff11*N6reta+cristff12*N6rnu+cristff13*N6rpsi; 
N6ry=cristff21*N6reta+cristff22*N6rnu+cristff23*N6rpsi; 
N6rz=cristff31*N6reta+cristff32*N6rnu+cristff33*N6rpsi;  
 
N7rx=cristff11*N7reta+cristff12*N7rnu+cristff13*N7rpsi;  
N7ry=cristff21*N7reta+cristff22*N7rnu+cristff23*N7rpsi;  
N7rz=cristff31*N7reta+cristff32*N7rnu+cristff33*N7rpsi; 
 
N8rx=cristff11*N8reta+cristff12*N8rnu+cristff13*N8rpsi; 
N8ry=cristff21*N8reta+cristff22*N8rnu+cristff23*N8rpsi;  
N8rz=cristff31*N8reta+cristff32*N8rnu+cristff33*N8rpsi;  
 
N9rx=cristff11*N9reta+cristff12*N9rnu+cristff13*N9rpsi;  
N9ry=cristff21*N9reta+cristff22*N9rnu+cristff23*N9rpsi;  
N9rz=cristff31*N9reta+cristff32*N9rnu+cristff33*N9rpsi;  
 
N10rx=cristff11*N10reta+cristff12*N10rnu+cristff13*N10rpsi;  
N10ry=cristff21*N10reta+cristff22*N10rnu+cristff23*N10rpsi;  
N10rz=cristff31*N10reta+cristff32*N10rnu+cristff33*N10rpsi;  
 
N11rx=cristff11*N11reta+cristff12*N11rnu+cristff13*N11rpsi;  
N11ry=cristff21*N11reta+cristff22*N11rnu+cristff23*N11rpsi;  
N11rz=cristff31*N11reta+cristff32*N11rnu+cristff33*N11rpsi;  
 
N12rx=cristff11*N12reta+cristff12*N12rnu+cristff13*N12rpsi;  
N12ry=cristff21*N12reta+cristff22*N12rnu+cristff23*N12rpsi;  
N12rz=cristff31*N12reta+cristff32*N12rnu+cristff33*N12rpsi;  
 
N13rx=cristff11*N13reta+cristff12*N13rnu+cristff13*N13rpsi;  
N13ry=cristff21*N13reta+cristff22*N13rnu+cristff23*N13rpsi;  
N13rz=cristff31*N13reta+cristff32*N13rnu+cristff33*N13rpsi; 
 
N14rx=cristff11*N14reta+cristff12*N14rnu+cristff13*N14rpsi;  
N14ry=cristff21*N14reta+cristff22*N14rnu+cristff23*N14rpsi;  
N14rz=cristff31*N14reta+cristff32*N14rnu+cristff33*N14rpsi;  
 
N15rx=cristff11*N15reta+cristff12*N15rnu+cristff13*N15rpsi; 
N15ry=cristff21*N15reta+cristff22*N15rnu+cristff23*N15rpsi;  
N15rz=cristff31*N15reta+cristff32*N15rnu+cristff33*N15rpsi; 
 
N16rx=cristff11*N16reta+cristff12*N16rnu+cristff13*N16rpsi;  
N16ry=cristff21*N16reta+cristff22*N16rnu+cristff23*N16rpsi;  
N16rz=cristff31*N16reta+cristff32*N16rnu+cristff33*N16rpsi;  
 
N17rx=cristff11*N17reta+cristff12*N17rnu+cristff13*N17rpsi;  
N17ry=cristff21*N17reta+cristff22*N17rnu+cristff23*N17rpsi; 
N17rz=cristff31*N17reta+cristff32*N17rnu+cristff33*N17rpsi;  
 
N18rx=cristff11*N18reta+cristff12*N18rnu+cristff13*N18rpsi;  
N18ry=cristff21*N18reta+cristff22*N18rnu+cristff23*N18rpsi;  
N18rz=cristff31*N18reta+cristff32*N18rnu+cristff33*N18rpsi;  
 
N19rx=cristff11*N19reta+cristff12*N19rnu+cristff13*N19rpsi;  
N19ry=cristff21*N19reta+cristff22*N19rnu+cristff23*N19rpsi;  
N19rz=cristff31*N19reta+cristff32*N19rnu+cristff33*N19rpsi;  
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N20rx=cristff11*N20reta+cristff12*N20rnu+cristff13*N20rpsi;  
N20ry=cristff21*N20reta+cristff22*N20rnu+cristff23*N20rpsi;  
N20rz=cristff31*N20reta+cristff32*N20rnu+cristff33*N20rpsi;  
 
% ------------------------------------ 
 
maderNirxi(1,1)=N1rx; 
maderNirxi(1,2)=N1ry; 
maderNirxi(1,3)=N1rz; 
 
maderNirxi(1,4)=N2rx; 
maderNirxi(1,5)=N2ry; 
maderNirxi(1,6)=N2rz; 
 
maderNirxi(1,7)=N3rx; 
maderNirxi(1,8)=N3ry; 
maderNirxi(1,9)=N3rz; 
 
maderNirxi(1,10)=N4rx; 
maderNirxi(1,11)=N4ry; 
maderNirxi(1,12)=N4rz; 
 
maderNirxi(1,13)=N5rx; 
maderNirxi(1,14)=N5ry; 
maderNirxi(1,15)=N5rz; 
 
maderNirxi(1,16)=N6rx; 
maderNirxi(1,17)=N6ry; 
maderNirxi(1,18)=N6rz; 
 
maderNirxi(1,19)=N7rx; 
maderNirxi(1,20)=N7ry; 
maderNirxi(1,21)=N7rz; 
 
maderNirxi(1,22)=N8rx; 
maderNirxi(1,23)=N8ry; 
maderNirxi(1,24)=N8rz; 
 
maderNirxi(1,25)=N9rx; 
maderNirxi(1,26)=N9ry; 
maderNirxi(1,27)=N9rz; 
 
maderNirxi(1,28)=N10rx; 
maderNirxi(1,29)=N10ry; 
maderNirxi(1,30)=N10rz; 
 
maderNirxi(1,31)=N11rx; 
maderNirxi(1,32)=N11ry; 
maderNirxi(1,33)=N11rz; 
 
maderNirxi(1,34)=N12rx; 
maderNirxi(1,35)=N12ry; 
maderNirxi(1,36)=N12rz; 
 
maderNirxi(1,37)=N13rx; 
maderNirxi(1,38)=N13ry; 
maderNirxi(1,39)=N13rz; 
 
maderNirxi(1,40)=N14rx; 
maderNirxi(1,41)=N14ry; 
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maderNirxi(1,42)=N14rz; 
 
maderNirxi(1,43)=N15rx; 
maderNirxi(1,44)=N15ry; 
maderNirxi(1,45)=N15rz; 
 
maderNirxi(1,46)=N16rx; 
maderNirxi(1,47)=N16ry; 
maderNirxi(1,48)=N16rz; 
 
maderNirxi(1,49)=N17rx; 
maderNirxi(1,50)=N17ry; 
maderNirxi(1,51)=N17rz; 
 
maderNirxi(1,52)=N18rx; 
maderNirxi(1,53)=N18ry; 
maderNirxi(1,54)=N18rz; 
 
maderNirxi(1,55)=N19rx; 
maderNirxi(1,56)=N19ry; 
maderNirxi(1,57)=N19rz; 
 
maderNirxi(1,58)=N20rx; 
maderNirxi(1,59)=N20ry; 
maderNirxi(1,60)=N20rz; 
********** 
% ***************************************************** 
% ******************** derivNretai ********************* 
% ***************************************************** 
derivNfuncretai=zeros(3,20); 
 
N1reta=-(1/8)*(1-nu)*(1-psi)*(-eta-nu-psi-2)-(1/8)*(1-eta)*(1-nu)*(1-psi);
N2reta=(1/8)*(1-nu)*(1-psi)*(eta-nu-psi-2)+(1/8)*(1+eta)*(1-nu)*(1-psi); 
N3reta=(1/8)*(1+nu)*(1-psi)*(eta+nu-psi-2)+(1/8)*(1+eta)*(1+nu)*(1-psi); 
N4reta=-(1/8)*(1+nu)*(1-psi)*(-eta+nu-psi-2)-(1/8)*(1-eta)*(1+nu)*(1-psi);
N5reta=-(1/8)*(1-nu)*(1+psi)*(-eta-nu+psi-2)-(1/8)*(1-eta)*(1-nu)*(1+psi);
N6reta=(1/8)*(1-nu)*(1+psi)*(eta-nu+psi-2)+(1/8)*(1+eta)*(1-nu)*(1+psi); 
N7reta=(1/8)*(1+nu)*(1+psi)*(eta+nu+psi-2)+(1/8)*(1+eta)*(1+nu)*(1+psi); 
N8reta=-(1/8)*(1+nu)*(1+psi)*(-eta+nu+psi-2)-(1/8)*(1-eta)*(1+nu)*(1+psi);
N9reta=(1/4)*(-2*eta)*(1-nu)*(1-psi); 
N10reta=(1/4)*(1-nu2)*(1-psi); 
N11reta=(1/4)*(-2*eta)*(1+nu)*(1-psi); 
N12reta=-(1/4)*(1-nu2)*(1-psi); 
N13reta=-(1/4)*(1-nu)*(1-psi2); 
N14reta=(1/4)*(1-nu)*(1-psi2); 
N15reta=(1/4)*(1+nu)*(1-psi2); 
N16reta=-(1/4)*(1+nu)*(1-psi2); 
N17reta=(1/4)*(-2*eta)*(1-nu)*(1+psi); 
N18reta=(1/4)*(1-nu2)*(1+psi); 
N19reta=(1/4)*(-2*eta)*(1+nu)*(1+psi); 
N20reta=-(1/4)*(1-nu2)*(1+psi); 
    
N1rnu=-(1/8)*(1-eta)*(1-psi)*(-eta-nu-psi-2)-(1/8)*(1-eta)*(1-nu)*(1-psi);
N2rnu=-(1/8)*(1+eta)*(1-psi)*(eta-nu-psi-2)-(1/8)*(1+eta)*(1-nu)*(1-psi); 
N3rnu=(1/8)*(1+eta)*(1-psi)*(eta+nu-psi-2)+(1/8)*(1+eta)*(1+nu)*(1-psi); 
N4rnu=(1/8)*(1-eta)*(1-psi)*(-eta+nu-psi-2)+(1/8)*(1-eta)*(1+nu)*(1-psi); 
N5rnu=-(1/8)*(1-eta)*(1+psi)*(-eta-nu+psi-2)-(1/8)*(1-eta)*(1-nu)*(1+psi);
N6rnu=-(1/8)*(1+eta)*(1+psi)*(eta-nu+psi-2)-(1/8)*(1+eta)*(1-nu)*(1+psi); 
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N7rnu=(1/8)*(1+eta)*(1+psi)*(eta+nu+psi-2)+(1/8)*(1+eta)*(1+nu)*(1+psi); 
N8rnu=(1/8)*(1-eta)*(1+psi)*(-eta+nu+psi-2)+(1/8)*(1-eta)*(1+nu)*(1+psi); 
N9rnu=-1/4*(1-eta2)*(1-psi); 
N10rnu=(1/4)*(1+eta)*(-2*nu)*(1-psi); 
N11rnu=(1/4)*(1-eta2)*(1-psi); 
N12rnu=(1/4)*(1-eta)*(-2*nu)*(1-psi); 
N13rnu=-(1/4)*(1-eta)*(1-psi2); 
N14rnu=-(1/4)*(1+eta)*(1-psi2); 
N15rnu=(1/4)*(1+eta)*(1-psi2); 
N16rnu=(1/4)*(1-eta)*(1-psi2); 
N17rnu=-(1/4)*(1-eta2)*(1+psi); 
N18rnu=(1/4)*(1+eta)*(-2*nu)*(1+psi); 
N19rnu=(1/4)*(1-eta2)*(1+psi); 
N20rnu=(1/4)*(1-eta)*(-2*nu)*(1+psi); 
 
if(DIRECCINEGRAC==2) 
derivNfuncretai=[0 0 0 0 N5reta N6reta N7reta N8reta 0 0 0 0 0 0 0 0 
N17reta N18reta N19reta N20reta; 
0 0 0 0 N5rnu N6rnu N7rnu N8rnu 0 0 0 0 0 0 0 0 N17rnu N18rnu N19rnu 
N20rnu; 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0]; 
end 
 
 
if(DIRECCINEGRAC==3) 
N1rpsi=-(1/8)*(1-eta)*(1-nu)*(-eta-nu-psi-2)-(1/8)*(1-eta)*(1-nu)*(1-psi);
N2rpsi=-(1/8)*(1+eta)*(1-nu)*(eta-nu-psi-2)-(1/8)*(1+eta)*(1-nu)*(1-psi); 
N3rpsi=-(1/8)*(1+eta)*(1+nu)*(eta+nu-psi-2)-(1/8)*(1+eta)*(1+nu)*(1-psi); 
N4rpsi=-(1/8)*(1-eta)*(1+nu)*(-eta+nu-psi-2)-(1/8)*(1-eta)*(1+nu)*(1-psi);
N5rpsi=(1/8)*(1-eta)*(1-nu)*(-eta-nu+psi-2)+(1/8)*(1-eta)*(1-nu)*(1+psi); 
N6rpsi=(1/8)*(1+eta)*(1-nu)*(eta-nu+psi-2)+(1/8)*(1+eta)*(1-nu)*(1+psi); 
N7rpsi=(1/8)*(1+eta)*(1+nu)*(eta+nu+psi-2)+(1/8)*(1+eta)*(1+nu)*(1+psi); 
N8rpsi=(1/8)*(1-eta)*(1+nu)*(-eta+nu+psi-2)+(1/8)*(1-eta)*(1+nu)*(1+psi); 
N9rpsi=-(1/4)*(1-eta2)*(1-nu); 
N10rpsi=-(1/4)*(1+eta)*(1-nu2); 
N11rpsi=-(1/4)*(1-eta2)*(1+nu); 
N12rpsi=-(1/4)*(1-eta)*(1-nu2); 
N13rpsi=(1/4)*(1-eta)*(1-nu)*(-2*psi); 
N14rpsi=(1/4)*(1+eta)*(1-nu)*(-2*psi); 
N15rpsi=(1/4)*(1+eta)*(1+nu)*(-2*psi); 
N16rpsi=(1/4)*(1-eta)*(1+nu)*(-2*psi); 
N17rpsi=(1/4)*(1-eta2)*(1-nu); 
N18rpsi=(1/4)*(1+eta)*(1-nu2); 
N19rpsi=(1/4)*(1-eta2)*(1+nu); 
N20rpsi=(1/4)*(1-eta)*(1-nu2); 
derivNfuncretai=[N1reta N2reta N3reta N4reta N5reta N6reta N7reta N8reta 
N9reta N10reta N11reta N12reta N13reta N14reta N15reta N16reta N17reta 
N18reta N19reta N20reta; 
N1rnu N2rnu N3rnu N4rnu N5rnu N6rnu N7rnu N8rnu N9rnu N10rnu N11rnu N12rnu 
N13rnu N14rnu N15rnu N16rnu N17rnu N18rnu N19rnu N20rnu; 
N1rpsi N2rpsi N3rpsi N4rpsi N5rpsi N6rpsi N7rpsi N8rpsi N9rpsi N10rpsi 
N11rpsi N12rpsi N13rpsi N14rpsi N15rpsi N16rpsi N17rpsi N18rpsi N19rpsi 
N20rpsi]; 
end 
********** 
  % INTEGRAC CON N=4 EN LAS TRES DIRECCIONES ETA-NU-PSI 
    
        if(ii==1) 
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            eta=0.861136311594053; 
            coepi=0.347854845137454; 
        end 
        if(ii==2) 
            eta=-0.861136311594053; 
            coepi=0.347854845137454; 
        end 
        if(ii==3) 
            eta=0.339981043584856; 
            coepi=0.652145154862546; 
        end 
        if(ii==4) 
            eta=-0.339981043584856; 
            coepi=0.652145154862546; 
        end 
 
        if(jj==1) 
            nu=0.861136311594053; 
            coepj=0.347854845137454; 
        end 
        if(jj==2) 
            nu=-0.861136311594053; 
            coepj=0.347854845137454; 
        end 
        if(jj==3) 
            nu=0.339981043584856; 
            coepj=0.652145154862546; 
        end 
        if(jj==4) 
            nu=-0.339981043584856; 
            coepj=0.652145154862546; 
        end 
 
        if(kk==1) 
            psi=0.861136311594053; 
            coepk=0.347854845137454; 
        end 
        if(kk==2) 
            psi=-0.861136311594053; 
            coepk=0.347854845137454; 
        end 
        if(kk==3) 
            psi=0.339981043584856; 
            coepk=0.652145154862546; 
        end 
        if(kk==4) 
            psi=-0.339981043584856; 
            coepk=0.652145154862546; 
        end 
********** 
% INTEGRAC CON N=4 EN LAS DOS DIRECCIONES DEL PM (ETA-NU), N=2 SEGUN ESP 
PSI) 
        if(ii==1) 
            eta=0.906179845938664; 
            coepi=0.236926885056189; 
        end 
        if(ii==2) 
            eta=-0.906179845938664; 
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            coepi=0.236926885056189; 
        end 
        if(ii==3) 
            eta=0.0; 
            coepi=0.568888888888889; 
        end 
        if(ii==4) 
            eta=0.538469310105683; 
            coepi=0.478628670499366; 
        end 
        if(ii==5) 
            eta=-0.538469310105683; 
            coepi=0.478628670499366; 
        end 
 
        if(jj==1) 
            nu=0.906179845938664; 
            coepj=0.236926885056189; 
        end 
        if(jj==2) 
            nu=-0.906179845938664; 
            coepj=0.236926885056189; 
        end 
        if(jj==3) 
            nu=0.0; 
            coepj=0.568888888888889; 
        end 
        if(jj==4) 
            nu=0.538469310105683; 
            coepj=0.478628670499366; 
        end 
        if(jj==5) 
            nu=-0.538469310105683; 
            coepj=0.478628670499366; 
        end 
 
        if(kk==1) 
            psi=0.577350269189626; 
            coepk=1; 
        end 
        if(kk==2) 
            psi=-0.577350269189626; 
            coepk=1; 
        end 
********** 
% ***************************************************** 
% ******************** Marilahex ********************* 
% ***************************************************** 
%       ************************************************** 
%      ************************************************** 
%       ***subrutina para formacion de la matriz de rigidez,en             
coordenadas globales 
%       ***para calc de lam med PARALELEPIPEDO (hex) DE 20 nodos y 60 
%       g.d.l.(3 c/nodo) 
 
    macristffCNL=zeros(9,9); 
 derivNfuncretai=zeros(3,20); 
 maderivNretaiCNL=zeros(9,60); 
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 MAG=zeros(9,60); 
 derivcorrimrxi=zeros(9,1); 
 B0=zeros(6,60); 
  
 BNL=zeros(6,60); 
     
ANL=zeros(6,9); 
maderivNretaiCNL=zeros(9,60); 
macristffCNL=zeros(9,9); 
derivcorrimrxi=zeros(9,1);  
 
    matrizprov=zeros(60,60); 
    rkbdo=zeros(60,60); 
    rmbdo=zeros(60,60); 
    rkTbdo=zeros(60,60); 
    fido=zeros(60,60);% matriz FI (fuerz inter)de elemento 
    nelemento=izw;  
 
 
%  ----------------------------------- 
%   *** calcula en su caso matriz de masas concent direct en los nodos 
**** 
if(caldin==1) 
    if(mmasaconc==1 & nuci==1) 
    matmasasconcentradas; % subrutina 
    end 
end 
%  ----------------------------------- 
 
%       *** calcula matriz D ************* 
dfdo=zeros(6,6); 
 rrk=1; 
    DD=(el*(1-rmu))/((1+rmu)*(1-2*rmu)); 
 rrk1=rmu/(1-rmu); 
    rrk2=(1-2*rmu)/(2*(1-rmu)); 
     
    dfdo(1,1)=1; 
 dfdo(1,2)=rrk1; 
 dfdo(1,3)=rrk1; 
 
    dfdo(2,1)=rrk1; 
 dfdo(2,2)=1; 
    dfdo(2,3)=rrk1; 
 
    dfdo(3,1)=rrk1; 
 dfdo(3,2)=rrk1; 
    dfdo(3,3)=1; 
 
 dfdo(4,4)=rrk2; 
 dfdo(5,5)=rrk2; 
 dfdo(6,6)=rrk2; 
 
 dfdo=DD*dfdo; 
     
matcoordnodelem  % subrutina 
 
coninteg=0;  
 
 % -------   determina superf solo para comprobar -------- 
 if(nuci==1)% solo en calculo lineal 
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 volumenelem=0; 
 supelem=0;     
 for  ii=1:npipm % bucle integrac eta; puntos de inegrac en Datos 
    for  jj=1:npipm % % bucle integrac nu 
        
       if(npipm==4 & npise==4) 
       DIRECCINEGRAC=2;     
       integNIig4en2direcc % subrutina 
       end 
       if(npipm==3 & npise==3) 
       DIRECCINEGRAC=2;     
       integNIig3en2direcc  % subrutina    
       end 
        
       if(npipm==4 & npise==2) 
       DIRECCINEGRAC=2;     
       integNIig4PM2enESPdosdirecc % subrutina 
       end 
 
       if(npipm==4 & npise==1) 
       DIRECCINEGRAC=2;     
       integNIig4PM1enESPdosdirecc % subrutina 
       end 
        
       if(npipm==5 & npise==2) 
       DIRECCINEGRAC=2;     
       integNIig5PM2enESPdosdirecc % subrutina 
       end 
        
matfunforma % subrutina 
 
derivNretai  % subrutina 
 
coninteg=coninteg+1;  
matjacobsupelem=zeros(2,2); 
for  idetj1=1:2 % bucle determinacion DETJ1 
 for  kdetj1=1:2 
    provdet1=0; 
    for  jdetj1=1:20 
    
provdet1=provdet1+derivNfuncretai(idetj1,jdetj1)*coordelem(jdetj1,kdetj1);
    end % bucle j 
    matjacobsupelem(idetj1,kdetj1)=provdet1; 
 end % bucle k 
end % bucle i 
DETJ1=det(matjacobsupelem); 
auxxdeterm1=DETJ1*coepi*coepj; 
supelem=supelem+auxxdeterm1;  
  
% CALCULA CARGAS CONSIST EN LOS NODOS si carga repartida s/ superf 
         
    if(iqsup==1&qsupcons==1) 
 matcargasCONSISTnodoselem % subrutina 
    end  
     
    end % bucle integrac nu 
end % bucle integrac eta 
 
end % fin condic nuci=1 
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%  -------------------------------------------------- 
coninteg=0;  
for  ii=1:npipm % bucle integrac eta; puntos de inegrac en Datos 
 for  jj=1:npipm % % bucle integrac nu 
   for  kk=1:npise % bucle integrac psi; puntos de inegrac en Datos 
    
       if(npipm==4 & npise==4) 
       DIRECCINEGRAC=3;     
       integNIig4entresdirecc     
       end 
       if(npipm==3 & npise==3) 
       DIRECCINEGRAC=3;     
       integNIig3entresdirecc     
       end 
       if(npipm==4 & npise==2) 
       DIRECCINEGRAC=3;     
       integNIig4PM2enESPtresdirecc % subrutina 
       end 
       if(npipm==4 & npise==1) 
       DIRECCINEGRAC=3;     
       integNIig4PM1enESPtresdirecc % subrutina 
       end 
       if(npipm==5 & npise==2) 
       DIRECCINEGRAC=3;     
       integNIig5PM2enESPtresdirecc % subrutina 
       end 
        
matfunforma % subrutina 
 
derivNretai  % subrutina 
 
matjacobelem=zeros(3,3); 
INVmatjacob=zeros(3,3); 
matjacobelem=derivNfuncretai*coordelem; 
INVmatjacob=inv(matjacobelem); 
DETJ=det(matjacobelem); 
 
auxxdeterm=DETJ*coepi*coepj*coepk; 
volumenelem=volumenelem+auxxdeterm; 
coninteg=coninteg+1;  
%  ----------------------------------- 
if(caldin==1 & nuci==1) 
    if(mmasacons==1) 
    matmasasconsistente;  % subrutina 
    end 
end 
%  ----------------------------------- 
cristff11=INVmatjacob(1,1); 
cristff12=INVmatjacob(1,2); 
cristff13=INVmatjacob(1,3); 
cristff21=INVmatjacob(2,1); 
cristff22=INVmatjacob(2,2); 
cristff23=INVmatjacob(2,3); 
cristff31=INVmatjacob(3,1); 
cristff32=INVmatjacob(3,2); 
cristff33=INVmatjacob(3,3); 
 
derivNfuncrxi 
 
B0(1,1)=N1rx; 
 Anejo 6. Programación del elemento finito serendípito de 20 nodos 
 
301 
 
B0(1,4)=N2rx; 
B0(1,7)=N3rx; 
B0(1,10)=N4rx; 
B0(1,13)=N5rx; 
B0(1,16)=N6rx; 
B0(1,19)=N7rx; 
B0(1,22)=N8rx; 
B0(1,25)=N9rx; 
B0(1,28)=N10rx; 
B0(1,31)=N11rx; 
B0(1,34)=N12rx; 
B0(1,37)=N13rx; 
B0(1,40)=N14rx; 
B0(1,43)=N15rx; 
B0(1,46)=N16rx; 
B0(1,49)=N17rx; 
B0(1,52)=N18rx; 
B0(1,55)=N19rx; 
B0(1,58)=N20rx; 
 
B0(2,2)=N1ry; 
B0(2,5)=N2ry; 
B0(2,8)=N3ry; 
B0(2,11)=N4ry; 
B0(2,14)=N5ry; 
B0(2,17)=N6ry; 
B0(2,20)=N7ry; 
B0(2,23)=N8ry; 
B0(2,26)=N9ry; 
B0(2,29)=N10ry; 
B0(2,32)=N11ry; 
B0(2,35)=N12ry; 
B0(2,38)=N13ry; 
B0(2,41)=N14ry; 
B0(2,44)=N15ry; 
B0(2,47)=N16ry; 
B0(2,50)=N17ry; 
B0(2,53)=N18ry; 
B0(2,56)=N19ry; 
B0(2,59)=N20ry; 
 
B0(3,3)=N1rz; 
B0(3,6)=N2rz; 
B0(3,9)=N3rz; 
B0(3,12)=N4rz; 
B0(3,15)=N5rz; 
B0(3,18)=N6rz; 
B0(3,21)=N7rz; 
B0(3,24)=N8rz; 
B0(3,27)=N9rz; 
B0(3,30)=N10rz; 
B0(3,33)=N11rz; 
B0(3,36)=N12rz; 
B0(3,39)=N13rz; 
B0(3,42)=N14rz; 
B0(3,45)=N15rz; 
B0(3,48)=N16rz; 
B0(3,51)=N17rz; 
B0(3,54)=N18rz; 
B0(3,57)=N19rz; 
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B0(3,60)=N20rz; 
 
B0(4,1)=N1ry; 
B0(4,2)=N1rx; 
B0(4,4)=N2ry; 
B0(4,5)=N2rx; 
B0(4,7)=N3ry; 
B0(4,8)=N3rx; 
B0(4,10)=N4ry; 
B0(4,11)=N4rx; 
B0(4,13)=N5ry; 
B0(4,14)=N5rx; 
B0(4,16)=N6ry; 
B0(4,17)=N6rx; 
B0(4,19)=N7ry; 
B0(4,20)=N7rx; 
B0(4,22)=N8ry; 
B0(4,23)=N8rx; 
B0(4,25)=N9ry; 
B0(4,26)=N9rx; 
B0(4,28)=N10ry; 
B0(4,29)=N10rx; 
B0(4,31)=N11ry; 
B0(4,32)=N11rx; 
B0(4,34)=N12ry; 
B0(4,35)=N12rx; 
B0(4,37)=N13ry; 
B0(4,38)=N13rx; 
B0(4,40)=N14ry; 
B0(4,41)=N14rx; 
B0(4,43)=N15ry; 
B0(4,44)=N15rx; 
B0(4,46)=N16ry; 
B0(4,47)=N16rx; 
B0(4,49)=N17ry; 
B0(4,50)=N17rx; 
B0(4,52)=N18ry; 
B0(4,53)=N18rx; 
B0(4,55)=N19ry; 
B0(4,56)=N19rx; 
B0(4,58)=N20ry; 
B0(4,59)=N20rx; 
 
B0(5,2)=N1rz; 
B0(5,3)=N1ry; 
B0(5,5)=N2rz; 
B0(5,6)=N2ry; 
B0(5,8)=N3rz; 
B0(5,9)=N3ry; 
B0(5,11)=N4rz; 
B0(5,12)=N4ry; 
B0(5,14)=N5rz; 
B0(5,15)=N5ry; 
B0(5,17)=N6rz; 
B0(5,18)=N6ry; 
B0(5,20)=N7rz; 
B0(5,21)=N7ry; 
B0(5,23)=N8rz; 
B0(5,24)=N8ry; 
B0(5,26)=N9rz; 
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B0(5,27)=N9ry; 
B0(5,29)=N10rz; 
B0(5,30)=N10ry; 
B0(5,32)=N11rz; 
B0(5,33)=N11ry; 
B0(5,35)=N12rz; 
B0(5,36)=N12ry; 
B0(5,38)=N13rz; 
B0(5,39)=N13ry; 
B0(5,41)=N14rz; 
B0(5,42)=N14ry; 
B0(5,44)=N15rz; 
B0(5,45)=N15ry; 
B0(5,47)=N16rz; 
B0(5,48)=N16ry; 
B0(5,50)=N17rz; 
B0(5,51)=N17ry; 
B0(5,53)=N18rz; 
B0(5,54)=N18ry; 
B0(5,56)=N19rz; 
B0(5,57)=N19ry; 
B0(5,59)=N20rz; 
B0(5,60)=N20ry; 
 
B0(6,1)=N1rz; 
B0(6,3)=N1rx; 
B0(6,4)=N2rz; 
B0(6,6)=N2rx; 
B0(6,7)=N3rz; 
B0(6,9)=N3rx; 
B0(6,10)=N4rz; 
B0(6,12)=N4rx; 
B0(6,13)=N5rz; 
B0(6,15)=N5rx; 
B0(6,16)=N6rz; 
B0(6,18)=N6rx; 
B0(6,19)=N7rz; 
B0(6,21)=N7rx; 
B0(6,22)=N8rz; 
B0(6,24)=N8rx; 
B0(6,25)=N9rz; 
B0(6,27)=N9rx; 
B0(6,28)=N10rz; 
B0(6,30)=N10rx; 
B0(6,31)=N11rz; 
B0(6,33)=N11rx; 
B0(6,34)=N12rz; 
B0(6,36)=N12rx; 
B0(6,37)=N13rz; 
B0(6,39)=N13rx; 
B0(6,40)=N14rz; 
B0(6,42)=N14rx; 
B0(6,43)=N15rz; 
B0(6,45)=N15rx; 
B0(6,46)=N16rz; 
B0(6,48)=N16rx; 
B0(6,49)=N17rz; 
B0(6,51)=N17rx; 
B0(6,52)=N18rz; 
B0(6,54)=N18rx; 
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B0(6,55)=N19rz; 
B0(6,57)=N19rx; 
B0(6,58)=N20rz; 
B0(6,60)=N20rx; 
 
auxx=DETJ*coepi*coepj*coepk; 
matrizprov=B0'*dfdo*B0;%      ***calcula bt*d*b ********** 
matrizprov=auxx*matrizprov; 
rkbdo=rkbdo+matrizprov; %  *** matriz de rig  Ko *** 
 
% --------------------------- 
 if(calcnolin==1 & nuci>1)% calcula B no lineal 
     
     matrizprov1=zeros(60,60); 
    tens=zeros(6,1); 
     
    for icabn=1:20 
 ics=rcsdo(izw,(icabn-1)*4+1); 
    if(ics<=ntt) 
     for jcabn=1:3 
     desplaznodelem((icabn-1)*3+jcabn,1)=desplaz((ics-
1)*3+jcabn,1);% lee corrim nod elem 
     end 
    end 
    end% bucle  icabn 
 
    cabnlhex % subrutina para calculo Bnl, calcula matriz G y Bnl 
     
    tens=dfdo*(B0+(0.5*ANL*MAG))*desplaznodelem; % calcula 
tens=D*DEF=D*B*Delem en punt de integ del elem  
% nota: Bnl No interviene en definicion de deform, pero Si en defin variac 
de defor 
     
% --------------------------- 
    if(plac==1) 
    %auxxtens=zeros(6);     
    %auxxtens=[valNx/(rly*esp); valNy/(rlx*esp); 0; 0; 0; 0];     
    %tens=tens+auxxtens; % suma tensiones previas DE ESTADO DE MEMBRANA 
    end 
% --------------------------- 
 
    caKtens % subrutina para calculo Kn: G'*TENS*G 
    rkNbdo=rkNbdo+auxx*GTTENSG; % ****** KN=suma(auxx*G'*matriztens*G) 
     
    matrizprov1=(B0+BNL)'*dfdo*(B0+BNL);%  ***calcula 
(b0t+bnlt)*d*(b0+bnl) *** 
    matrizprov1=auxx*matrizprov1; 
    rkgbdo=rkgbdo+matrizprov1; %  *** matriz de rig  Ko+Kg de grandes 
corrim*** 
end % fin condic calculo B no lineal 
    
% --------------------------- 
  % CALCULA CARGAS CONSIST EN LOS NODOS si cargas de vol  
if(nuci==1) 
    if(iqvol==1 & qvolcons==1) 
 matcargasCONSISTnodoselem 
 end 
end   
 
        end;% bucle integrac psi 
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    end;% % bucle integrac nu 
 end;% bucle integrac eta 
  
if(calcnolin==1 & nuci>1)% calcula si calc no lineal 
    rkbdo=rkbdo+rkNbdo; %  *** si calc no lineal: matriz de rig K=Ko+Kn 
*** 
    rkTbdo=rkgbdo+rkNbdo; %  *** si calc no lineal: matriz de rig tang 
KT=Ko+Kg+Kn ** 
end 
 
% calcula las tensiones en el centro del elemento  
tenscentroelementos % subrutina para calculo de tens en centro de 
elementos 
********** 
% ***************************************************** 
% ******************** matfunforma ******************** 
% ******************** matfunform360 ****************** 
% ******************** matfunformacons **************** 
% ***************************************************** 
 Nfunc=zeros(20,1); 
    matfunform360=zeros(3,60); 
 matfunformaconsqr=zeros(3,60); 
 nu2=nu*nu; 
 eta2=eta*eta; 
        if(DIRECCINEGRAC==2) 
        psi=1; 
        end 
    psi2=psi*psi; 
     
Nfunc=[ 
   1/8*(1-eta)*(1-nu)*(1-psi)*(-eta-nu-psi-2); 
   1/8*(1+eta)*(1-nu)*(1-psi)*(eta-nu-psi-2); 
   1/8*(1+eta)*(1+nu)*(1-psi)*(eta+nu-psi-2); 
   1/8*(1-eta)*(1+nu)*(1-psi)*(-eta+nu-psi-2); 
   1/8*(1-eta)*(1-nu)*(1+psi)*(-eta-nu+psi-2); 
   1/8*(1+eta)*(1-nu)*(1+psi)*(eta-nu+psi-2); 
   1/8*(1+eta)*(1+nu)*(1+psi)*(eta+nu+psi-2); 
   1/8*(1-eta)*(1+nu)*(1+psi)*(-eta+nu+psi-2); 
 
   1/4*(1-eta2)*(1-nu)*(1-psi); 
   1/4*(1+eta)*(1-nu2)*(1-psi); 
   1/4*(1-eta2)*(1+nu)*(1-psi); 
   1/4*(1-eta)*(1-nu2)*(1-psi); 
 
   1/4*(1-eta)*(1-nu)*(1-psi2); 
   1/4*(1+eta)*(1-nu)*(1-psi2); 
   1/4*(1+eta)*(1+nu)*(1-psi2); 
   1/4*(1-eta)*(1+nu)*(1-psi2); 
 
   1/4*(1-eta2)*(1-nu)*(1+psi); 
   1/4*(1+eta)*(1-nu2)*(1+psi); 
   1/4*(1-eta2)*(1+nu)*(1+psi); 
   1/4*(1-eta)*(1-nu2)*(1+psi)]; 
 
   for iff=1:20 
 matfunform360(1,(iff-1)*3+1)=Nfunc(iff,1); 
 matfunform360(2,(iff-1)*3+2)=Nfunc(iff,1); 
 matfunform360(3,(iff-1)*3+3)=Nfunc(iff,1); 
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   end 
    
Nfunccons5=1/4*(1-eta)*(1-nu)*(-eta-nu-1); 
Nfunccons6=1/4*(1+eta)*(1-nu)*(eta-nu-1); 
Nfunccons7=1/4*(1+eta)*(1+nu)*(eta+nu-1); 
Nfunccons8=1/4*(1-eta)*(1+nu)*(-eta+nu-1); 
 
Nfunccons17=1/2*(1-eta2)*(1-nu); 
Nfunccons18=1/2*(1+eta)*(1-nu2); 
Nfunccons19=1/2*(1-eta2)*(1+nu); 
Nfunccons20=1/2*(1-eta)*(1-nu2); 
 
  matfunformaconsqr(1,13)=Nfunccons5; 
  matfunformaconsqr(1,16)=Nfunccons6; 
  matfunformaconsqr(1,19)=Nfunccons7; 
  matfunformaconsqr(1,22)=Nfunccons8; 
  matfunformaconsqr(1,49)=Nfunccons17; 
  matfunformaconsqr(1,52)=Nfunccons18; 
  matfunformaconsqr(1,55)=Nfunccons19; 
  matfunformaconsqr(1,58)=Nfunccons20; 
 
  matfunformaconsqr(2,14)=Nfunccons5; 
  matfunformaconsqr(2,17)=Nfunccons6; 
  matfunformaconsqr(2,20)=Nfunccons7; 
  matfunformaconsqr(2,23)=Nfunccons8; 
  matfunformaconsqr(2,50)=Nfunccons17; 
  matfunformaconsqr(2,53)=Nfunccons18; 
  matfunformaconsqr(2,56)=Nfunccons19; 
  matfunformaconsqr(2,59)=Nfunccons20; 
 
  matfunformaconsqr(3,15)=Nfunccons5; 
  matfunformaconsqr(3,18)=Nfunccons6; 
  matfunformaconsqr(3,21)=Nfunccons7; 
  matfunformaconsqr(3,24)=Nfunccons8; 
  matfunformaconsqr(3,51)=Nfunccons17; 
  matfunformaconsqr(3,54)=Nfunccons18; 
  matfunformaconsqr(3,57)=Nfunccons19; 
  matfunformaconsqr(3,60)=Nfunccons20;
********** 
% ***************************************************** 
% ******************** CATCPRHEX ********************* 
% ***************************************************** 
%       *********************************** 
 
tchex=zeros(ney*2+1,nex*2+1,ncapas); 
nnfimp=nex*2+1; %  numero de nudos en cada fila impar 
nnfp=nex+1; %  numero de nudos en cada fila par 
 
%   numeracion de capas impares 
rnv=1; 
for k=1:2:ncapas 
    %   numeracion de filas impares 
    for i=1:2:ney*2+1 
         for j=1:1:nex*2+1 
         tchex(i,j,k)=rnv; 
         rnv=rnv+1; 
            end 
            rnv=rnv+nnfp; 
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    end 
     
    %   numeracion de filas pares 
    rnv=((k-1)/2)*nntcimp+((k-1)/2)*nntcp+(nex*2+1)+1; 
    for i=2:2:ney*2+1 
         for j=1:2:nex*2+1 
         tchex(i,j,k)=rnv; 
         rnv=rnv+1; 
            end 
            rnv=rnv+nnfimp; 
    end 
    rnv=rnv+nntcp; 
      
end    
 
   
%   numeracion de capas pares 
 
for k=2:2:ncapas 
    rnv=(k/2)*nntcimp+(k/2-1)*nntcp+1; 
    %   numeracion de filas impares 
        for i=1:2:ney*2+1 
         for j=1:2:nex*2+1 
         tchex(i,j,k)=rnv; 
         rnv=rnv+1; 
            end 
        end 
     
end 
********** 
% ***************************************************** 
% ******************** MACSHEXPR ********************* 
% ***************************************************** 
% *********************************************** 
% ***** s u b p r o g r a m a   csplantarectangularhexaedro ********* 
%       *****=================================********* 
% *********************************************** 
%   **form. de la mat. de conex. simp. para lam. con elem. triang. curv. 
de def. lin. ** 
%   ***(divide en elementos triangulares y calcula las cargas actuantes en 
los nodos, 
%   ***debidas a carga uniformemente repartida ,automaticamente) 
%       *********************************** 
 
  CATCPRHEX % calcula tchex planta rectang 
    rxdo=zeros(ntt,3); 
    ndx=nex*2; 
    ndy=ney*2; 
    ndz=nese*2; 
    incz=esp/ndz; 
    for j=1:ndx+1 
 x0=(rlx/ndx)*(j-1); 
     for i=1:1:ndy+1 
 y0=(rly/ndy)*(i-1); 
         if(nsup==1) 
                        if(plac==1) 
                        z=0; % placa 
                        rld3x=0; 
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                     rld3y=0; 
                     rld3z=1; 
                        end 
                         
                        if(LAMCILcirc==1)% LAMINA CILINDRICA con directriz 
circular 
% param. que interv.en la ec.de la sup.:rad=radio, tet=semiang.de apertura 
de la lam.?(rad) 
                     Rsentet=rad*sin(tet);% sist refer con orig en 
esqina izqda-atras 
                        x0menosRsentet=x0-Rsentet; 
                        z=sqrt((rad^2)-(x0menosRsentet^2))-rad*cos(tet);% 
LAMCIL 
                            if ((rad^2)-(x0menosRsentet^2))==0% para 
cuando teta=pi/2 (tg=horiz, den=infinito) 
                                if x0menosRsentet>0 
                                rld3x=1; 
                             rld3y=0; 
                             rld3z=0; 
                                end 
                                if x0menosRsentet<0 
                                rld3x=-1; 
                             rld3y=0; 
                             rld3z=0; 
                                end 
                            end 
                            if ((rad^2)-(x0menosRsentet^2))~=0 
                        p=-x0menosRsentet/sqrt((rad^2)-
(x0menosRsentet^2)); 
                        q=0; 
                     den=sqrt(1.+(p^2)+(q^2)); 
                     rld3x=-p/den; 
                     rld3y=-q/den; 
                     rld3z=1/den; 
                            end 
                        end 
 
       if(LAMCILparab==1)% LAMINA CILINDRICA con directriz 
parabolica 
      z=((-
4*f1)/(rlx*rlx))*x0*x0+((4*f1)/rlx)*x0; 
                        q=0; 
      p=-((8*f1)/(rlx*rlx))*x0+((4*f1)/rlx); 
                     den=sqrt(1.+(p^2)+(q^2)); 
                     rld3x=-p/den; 
                     rld3y=-q/den; 
                     rld3z=1/den; 
                        end 
                         
                        if(HIPARBC==1) % PARAB HIPERB (bord curvos 
parabol, esquinas a = altura) 
z=f1*(1-(4*(((x0-0.5*rlx)^2)/(rlx*rlx))))-f2*(1-(4*(((y0-
0.5*rly)^2)/(rly*rly))));% parab elipt 
                        p=-((8*f1)/(rlx*rlx))*(x0-0.5*rlx); 
                        q=((8*f2)/(rly*rly))*(y0-0.5*rly); 
                        den=sqrt(1.+(p^2)+(q^2)); 
                     rld3x=-p/den; 
                     rld3y=-q/den; 
                     rld3z=1/den; 
                        end 
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 % VELARIA PARABOLOIDAL (sist de refer con origen en esquina de la lam)    
                        if(VELPAR==1) 
                        xc=x0-(rlx/2); 
                        yc=y0-(rly/2); 
 z=hcentroVELPAR*((2*xc/rlx)^2-1)*((2*yc/rly)^2-1); % EC. VELARIA 
PARABOLOIDAL 
 p=hcentroVELPAR*((8*xc)/(rlx*rlx))*((2*yc/rly)^2-1);% referida a ejes  
 q=hcentroVELPAR*((8*yc)/(rly*rly))*((2*xc/rlx)^2-1);% en centro de la 
lamina 
                        den=sqrt(1.+(p^2)+(q^2)); 
                     rld3x=-p/den; 
                     rld3y=-q/den; 
                     rld3z=1/den; 
                        end 
 % VELARIA COSENOIDAL (sist de refer con origen en esquina de la lam)      
                        if(VELCOS==1)  
                        xc=x0-(rlx/2); 
                        yc=y0-(rly/2);     
z=hcentroVELCOS*cos(pi*xc/rlx)*cos(pi*yc/rly);% EC. VELARIA COSENOIDAL 
p=-(hcentroVELCOS*pi/rlx)*sin(pi*xc/rlx)*cos(pi*yc/rly);% referida a ejes 
q=-(hcentroVELCOS*pi/rly)*sin(pi*yc/rly)*cos(pi*xc/rlx);% en centro de la 
lamina 
                        den=sqrt(1.+(p^2)+(q^2)); 
                     rld3x=-p/den; 
                     rld3y=-q/den; 
                     rld3z=1/den; 
                        end 
                        if(PARABOLOIDEELIPTICO==1) 
                        f1=flechaplanoyz; 
                        f2=flechaplanoxz;   
                        z=(4*f2)*(x0/rlx)*(1-(x0/rlx))+(4*f1)*(y0/rly)*(1-
(y0/rly));% parab elipt 
                        p=((4*f2)/rlx)*(1-2*(x0/rlx)); 
                        q=((4*f1)/rly)*(1-2*(y0/rly)); 
                        den=sqrt(1.+(p^2)+(q^2)); 
                     rld3x=-p/den; 
                     rld3y=-q/den; 
                     rld3z=1/den; 
                        end 
                        if(LAMESF==1) 
                        z=Hcentro-radla+sqrt(radla^2-(x0-(rlx/2))^2-(y0-
(rly/2))^2); 
                        p=-(x0-(rlx/2))/sqrt(radla^2-(x0-(rlx/2))^2-(y0-
(rly/2))^2); 
                        q=-(y0-(rly/2))/sqrt(radla^2-(x0-(rlx/2))^2-(y0-
(rly/2))^2); 
                        den=sqrt(1.+(p^2)+(q^2)); 
                     rld3x=-p/den; 
                     rld3y=-q/den; 
                     rld3z=1/den; 
                        end 
            end 
            for k=1:1:ncapas    
         izzz=tchex(i,j,k); 
                if (izzz~=0) 
             rxdo(izzz,1)=x0+rld3x*(k-1)*incz; 
             rxdo(izzz,2)=y0+rld3y*(k-1)*incz; 
                rxdo(izzz,3)=z+rld3z*(k-1)*incz; 
                end 
            end 
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        end % fin bucle i 
    end % fin bucle j 
    rxdo; 
rcsdo=zeros(nb,nne*(ncp+1)); 
rcs=zeros(1,nne*(ncp+1)); 
elemento=0; 
csi=zeros(20,1); 
for k=1:1:nese 
    for i=1:1:ney 
        for j=1:1:nex 
        elemento=elemento+1; 
        filainfelem=2*(i-1)+1; 
        filamedelem=2*(i-1)+2; 
        filasupelem=2*(i-1)+3; 
        colinfelem=2*(j-1)+1; 
        colamedelem=2*(j-1)+2; 
        colasupelem=2*(j-1)+3; 
        capainfelem=2*(k-1)+1; 
        capamedelem=2*(k-1)+2; 
        capasupelem=2*(k-1)+3; 
         
     csi(1,1)=tchex(filainfelem,colinfelem,capainfelem); 
        csi(2,1)=tchex(filainfelem,colinfelem+2,capainfelem); 
        csi(3,1)=tchex(filainfelem+2,colinfelem+2,capainfelem); 
        csi(4,1)=tchex(filainfelem+2,colinfelem,capainfelem); 
         
        csi(5,1)=tchex(filainfelem,colinfelem,capainfelem+2); 
        csi(6,1)=tchex(filainfelem,colinfelem+2,capainfelem+2); 
        csi(7,1)=tchex(filainfelem+2,colinfelem+2,capainfelem+2); 
        csi(8,1)=tchex(filainfelem+2,colinfelem,capainfelem+2); 
         
        csi(9,1)=tchex(filainfelem,colinfelem+1,capainfelem); 
        csi(10,1)=tchex(filainfelem+1,colinfelem+2,capainfelem); 
        csi(11,1)=tchex(filainfelem+2,colinfelem+1,capainfelem); 
        csi(12,1)=tchex(filainfelem+1,colinfelem,capainfelem); 
         
        csi(13,1)=tchex(filainfelem,colinfelem,capainfelem+1); 
        csi(14,1)=tchex(filainfelem,colinfelem+2,capainfelem+1); 
        csi(15,1)=tchex(filainfelem+2,colinfelem+2,capainfelem+1); 
        csi(16,1)=tchex(filainfelem+2,colinfelem,capainfelem+1); 
         
        csi(17,1)=tchex(filainfelem,colinfelem+1,capainfelem+2); 
        csi(18,1)=tchex(filainfelem+1,colinfelem+2,capainfelem+2); 
        csi(19,1)=tchex(filainfelem+2,colinfelem+1,capainfelem+2); 
        csi(20,1)=tchex(filainfelem+1,colinfelem,capainfelem+2); 
            for mm=1:1:20 
            nodo=csi(mm,1);     
            rcsdo(elemento,(mm-1)*4+1)=nodo; 
         rcsdo(elemento,(mm-1)*4+2)=rxdo(nodo,1); 
         rcsdo(elemento,(mm-1)*4+3)=rxdo(nodo,2); 
         rcsdo(elemento,(mm-1)*4+4)=rxdo(nodo,3); 
            end 
        end 
    end 
end 
********** 
    
% ***************************************************** 
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% ******************** matcoordnodelem **************** 
% ***************************************************** 
coordelem=zeros(20,3); 
 
    for j=1:1:20 
    xi=rcsdo(nelemento,(j-1)*(ncp+1)+2); 
    yi=rcsdo(nelemento,(j-1)*(ncp+1)+3); 
    zi=rcsdo(nelemento,(j-1)*(ncp+1)+4); 
    coordelem(j,1)=xi; 
    coordelem(j,2)=yi; 
    coordelem(j,3)=zi; 
    end 
********** 
% ************************************************** 
% -------------------------------------------------- 
%       *** calcula matriz D ************* 
dfdo=zeros(6,6); 
 rrk=1;%   
    DD=(el*(1-rmu))/((1+rmu)*(1-2*rmu)); 
 rrk1=rmu/(1-rmu); 
    rrk2=(1-2*rmu)/(2*(1-rmu)); 
     
    dfdo(1,1)=1; 
 dfdo(1,2)=rrk1; 
 dfdo(1,3)=rrk1; 
 
    dfdo(2,1)=rrk1; 
 dfdo(2,2)=1; 
    dfdo(2,3)=rrk1; 
 
    dfdo(3,1)=rrk1; 
 dfdo(3,2)=rrk1; 
    dfdo(3,3)=1; 
 
 dfdo(4,4)=rrk2; 
 dfdo(5,5)=rrk2; 
 dfdo(6,6)=rrk2; 
 
 dfdo=DD*dfdo; 
matMOMFLECelem=zeros(3,1);  
matrizprovmom2=zeros(3,1); 
matrizproveme3=zeros(5,1); 
matEsMembelem=zeros(5,1); 
 
% ==================== para definir ejes locales 
=========================== 
eta=0.0; 
nu=0.0; 
psi=0.0; 
 
matfunforma % subrutina 
derivNretai  % subrutina 
 
matjacobelem=derivNfuncretai*coordelem; 
INVmatjacob=inv(matjacobelem); 
DETJ=det(matjacobelem); 
 
xreta=matjacobelem(1,1); 
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xrnu=matjacobelem(2,1); 
xrpsi=matjacobelem(3,1); 
 
yreta=matjacobelem(1,2); 
yrnu=matjacobelem(2,2); 
yrpsi=matjacobelem(3,2); 
 
zreta=matjacobelem(1,3); 
zrnu=matjacobelem(2,3); 
zrpsi=matjacobelem(3,3); 
 
modlanda3=sqrt((yreta*zrnu-yrnu*zreta)^2+(xrnu*zreta-
xreta*zrnu)^2+(xreta*yrnu-xrnu*yreta)^2); 
landa31=(yreta*zrnu-yrnu*zreta)/modlanda3;% vect unitar ejes locales 
landa32=(xrnu*zreta-xreta*zrnu)/modlanda3; 
landa33=(xreta*yrnu-xrnu*yreta)/modlanda3; 
landa11=landa33/sqrt(landa31^2+landa33^2); 
    if(landa11<0) 
       landa11=-landa11;% hace que landa11 sea siempre >0  
    end 
landa12=0; 
landa13=-(landa11*landa31)/landa33; 
 
landa21=landa32*landa13-landa12*landa33; 
landa22=landa31*landa13-landa11*landa33; 
landa23=landa31*landa12-landa11*landa32; 
matlanda=zeros(3,3); 
matlanda(1,1)=landa11; 
matlanda(1,2)=landa12; 
matlanda(1,3)=landa13; 
matlanda(2,1)=landa21; 
matlanda(2,2)=landa22; 
matlanda(2,3)=landa23; 
matlanda(3,1)=landa31; 
matlanda(3,2)=landa32; 
matlanda(3,3)=landa33; 
% =============================================== 
 
eta=0.0; 
nu=0.0; 
for  kk=1:3 % bucle integrac psi; 3 puntos de inegrac segun espesor 
        if(kk==1) 
            psi=0.774596669241483; 
            coepk=0.555555555555556; 
        end 
        if(kk==2) 
            psi=0.0; 
            coepk=0.888888888888889; 
        end 
        if(kk==3) 
            psi=-0.774596669241483; 
            coepk=0.555555555555556; 
        end 
     
matcoordnodelem  % subrutina 
matfunforma % subrutina 
 
derivNretai  % subrutina 
 
matjacobelem=zeros(3,3); 
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INVmatjacob=zeros(3,3); 
matjacobelem=derivNfuncretai*coordelem; 
INVmatjacob=inv(matjacobelem); 
DETJ=det(matjacobelem); 
 
coninteg=coninteg+1;  
%  ----------------------------------- 
%  ----------------------------------- 
cristff11=INVmatjacob(1,1); 
cristff12=INVmatjacob(1,2); 
cristff13=INVmatjacob(1,3); 
cristff21=INVmatjacob(2,1); 
cristff22=INVmatjacob(2,2); 
cristff23=INVmatjacob(2,3); 
cristff31=INVmatjacob(3,1); 
cristff32=INVmatjacob(3,2); 
cristff33=INVmatjacob(3,3); 
 
derivNfuncrxi 
 
B0(1,1)=N1rx; 
B0(1,4)=N2rx; 
B0(1,7)=N3rx; 
B0(1,10)=N4rx; 
B0(1,13)=N5rx; 
B0(1,16)=N6rx; 
B0(1,19)=N7rx; 
B0(1,22)=N8rx; 
B0(1,25)=N9rx; 
B0(1,28)=N10rx; 
B0(1,31)=N11rx; 
B0(1,34)=N12rx; 
B0(1,37)=N13rx; 
B0(1,40)=N14rx; 
B0(1,43)=N15rx; 
B0(1,46)=N16rx; 
B0(1,49)=N17rx; 
B0(1,52)=N18rx; 
B0(1,55)=N19rx; 
B0(1,58)=N20rx; 
 
B0(2,2)=N1ry; 
B0(2,5)=N2ry; 
B0(2,8)=N3ry; 
B0(2,11)=N4ry; 
B0(2,14)=N5ry; 
B0(2,17)=N6ry; 
B0(2,20)=N7ry; 
B0(2,23)=N8ry; 
B0(2,26)=N9ry; 
B0(2,29)=N10ry; 
B0(2,32)=N11ry; 
B0(2,35)=N12ry; 
B0(2,38)=N13ry; 
B0(2,41)=N14ry; 
B0(2,44)=N15ry; 
B0(2,47)=N16ry; 
B0(2,50)=N17ry; 
B0(2,53)=N18ry; 
B0(2,56)=N19ry; 
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B0(2,59)=N20ry; 
 
B0(3,3)=N1rz; 
B0(3,6)=N2rz; 
B0(3,9)=N3rz; 
B0(3,12)=N4rz; 
B0(3,15)=N5rz; 
B0(3,18)=N6rz; 
B0(3,21)=N7rz; 
B0(3,24)=N8rz; 
B0(3,27)=N9rz; 
B0(3,30)=N10rz; 
B0(3,33)=N11rz; 
B0(3,36)=N12rz; 
B0(3,39)=N13rz; 
B0(3,42)=N14rz; 
B0(3,45)=N15rz; 
B0(3,48)=N16rz; 
B0(3,51)=N17rz; 
B0(3,54)=N18rz; 
B0(3,57)=N19rz; 
B0(3,60)=N20rz; 
 
B0(4,1)=N1ry; 
B0(4,2)=N1rx; 
B0(4,4)=N2ry; 
B0(4,5)=N2rx; 
B0(4,7)=N3ry; 
B0(4,8)=N3rx; 
B0(4,10)=N4ry; 
B0(4,11)=N4rx; 
B0(4,13)=N5ry; 
B0(4,14)=N5rx; 
B0(4,16)=N6ry; 
B0(4,17)=N6rx; 
B0(4,19)=N7ry; 
B0(4,20)=N7rx; 
B0(4,22)=N8ry; 
B0(4,23)=N8rx; 
B0(4,25)=N9ry; 
B0(4,26)=N9rx; 
B0(4,28)=N10ry; 
B0(4,29)=N10rx; 
B0(4,31)=N11ry; 
B0(4,32)=N11rx; 
B0(4,34)=N12ry; 
B0(4,35)=N12rx; 
B0(4,37)=N13ry; 
B0(4,38)=N13rx; 
B0(4,40)=N14ry; 
B0(4,41)=N14rx; 
B0(4,43)=N15ry; 
B0(4,44)=N15rx; 
B0(4,46)=N16ry; 
B0(4,47)=N16rx; 
B0(4,49)=N17ry; 
B0(4,50)=N17rx; 
B0(4,52)=N18ry; 
B0(4,53)=N18rx; 
B0(4,55)=N19ry; 
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B0(4,56)=N19rx; 
B0(4,58)=N20ry; 
B0(4,59)=N20rx; 
 
B0(5,2)=N1rz; 
B0(5,3)=N1ry; 
B0(5,5)=N2rz; 
B0(5,6)=N2ry; 
B0(5,8)=N3rz; 
B0(5,9)=N3ry; 
B0(5,11)=N4rz; 
B0(5,12)=N4ry; 
B0(5,14)=N5rz; 
B0(5,15)=N5ry; 
B0(5,17)=N6rz; 
B0(5,18)=N6ry; 
B0(5,20)=N7rz; 
B0(5,21)=N7ry; 
B0(5,23)=N8rz; 
B0(5,24)=N8ry; 
B0(5,26)=N9rz; 
B0(5,27)=N9ry; 
B0(5,29)=N10rz; 
B0(5,30)=N10ry; 
B0(5,32)=N11rz; 
B0(5,33)=N11ry; 
B0(5,35)=N12rz; 
B0(5,36)=N12ry; 
B0(5,38)=N13rz; 
B0(5,39)=N13ry; 
B0(5,41)=N14rz; 
B0(5,42)=N14ry; 
B0(5,44)=N15rz; 
B0(5,45)=N15ry; 
B0(5,47)=N16rz; 
B0(5,48)=N16ry; 
B0(5,50)=N17rz; 
B0(5,51)=N17ry; 
B0(5,53)=N18rz; 
B0(5,54)=N18ry; 
B0(5,56)=N19rz; 
B0(5,57)=N19ry; 
B0(5,59)=N20rz; 
B0(5,60)=N20ry; 
 
B0(6,1)=N1rz; 
B0(6,3)=N1rx; 
B0(6,4)=N2rz; 
B0(6,6)=N2rx; 
B0(6,7)=N3rz; 
B0(6,9)=N3rx; 
B0(6,10)=N4rz; 
B0(6,12)=N4rx; 
B0(6,13)=N5rz; 
B0(6,15)=N5rx; 
B0(6,16)=N6rz; 
B0(6,18)=N6rx; 
B0(6,19)=N7rz; 
B0(6,21)=N7rx; 
B0(6,22)=N8rz; 
 Anejo 6. Programación del elemento finito serendípito de 20 nodos 
 
316 
 
B0(6,24)=N8rx; 
B0(6,25)=N9rz; 
B0(6,27)=N9rx; 
B0(6,28)=N10rz; 
B0(6,30)=N10rx; 
B0(6,31)=N11rz; 
B0(6,33)=N11rx; 
B0(6,34)=N12rz; 
B0(6,36)=N12rx; 
B0(6,37)=N13rz; 
B0(6,39)=N13rx; 
B0(6,40)=N14rz; 
B0(6,42)=N14rx; 
B0(6,43)=N15rz; 
B0(6,45)=N15rx; 
B0(6,46)=N16rz; 
B0(6,48)=N16rx; 
B0(6,49)=N17rz; 
B0(6,51)=N17rx; 
B0(6,52)=N18rz; 
B0(6,54)=N18rx; 
B0(6,55)=N19rz; 
B0(6,57)=N19rx; 
B0(6,58)=N20rz; 
B0(6,60)=N20rx; 
 
    desplaznodelem=zeros(60,1); 
    matcoordznudelem=zeros(1,20); 
    for ic=1:20 
 ics=rcsdo(izw,(ic-1)*4+1); 
    if(ics<=ntt) 
matcoordznudelem(1,ic)=rcsdo(izw,(ic-1)*4+4);% mat de las coord z de los 
nud del elem 
     for jc=1:3 
     desplaznodelem((ic-1)*3+jc,1)=desplaz((ics-1)*3+jc,1);% lee 
corrim nod elem 
           end 
    end 
    end % bucle  ic 
     
transmatcoordznudelem=matcoordznudelem'; 
derzrpsi=0; 
for imom=1:20 
derzrpsi=derzrpsi+derivNfuncretai(3,imom)*transmatcoordznudelem(imom,1); 
end 
 
matlandatrasp=matlanda'; 
zetaprima=psi*0.5*esp; 
difzetaprima=landa33*derzrpsi; 
auxxintejez=difzetaprima*coepk; 
matrizprovesm=zeros(6,1); 
 
matrizprovesm=dfdo*B0*desplaznodelem;% ***calcula sigma=D*B0*delem en 
punto de integ s/espesor 
matrizsigma=zeros(3,3); 
matrizsigma(1,1)=matrizprovesm(1,1);% *** sigma 3*3 de elem en punto de 
integ s/espesor 
matrizsigma(1,2)=matrizprovesm(4,1); 
matrizsigma(1,3)=matrizprovesm(6,1); 
matrizsigma(2,1)=matrizprovesm(4,1); 
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matrizsigma(2,2)=matrizprovesm(2,1); 
matrizsigma(2,3)=matrizprovesm(5,1); 
matrizsigma(3,1)=matrizprovesm(6,1); 
matrizsigma(3,2)=matrizprovesm(5,1); 
matrizsigma(3,3)=matrizprovesm(3,1); 
 
sigmaxprima=matrizsigma*matlandatrasp; 
 
EsMembNxprim=sigmaxprima(1,1)*auxxintejez; 
EsMembNyprim=sigmaxprima(2,2)*auxxintejez; 
EsMembNxyprim=sigmaxprima(1,2)*auxxintejez; 
Cortantexzprim=sigmaxprima(1,3)*auxxintejez; 
Cortanteyzprim=sigmaxprima(2,3)*auxxintejez; 
 
% matrizprovesm=auxxintejez*matrizprovesm;% contiene esf memb en punto de 
integ 
matEsMembelem(1,1)=matEsMembelem(1,1)+EsMembNxprim; 
matEsMembelem(2,1)=matEsMembelem(2,1)+EsMembNyprim; 
matEsMembelem(3,1)=matEsMembelem(3,1)+EsMembNxyprim; 
matEsMembelem(4,1)=matEsMembelem(4,1)+Cortantexzprim; 
matEsMembelem(5,1)=matEsMembelem(5,1)+Cortanteyzprim; 
 
matrizprovmom=zeros(3,1); 
        
MOMFLECxprima=zetaprima*sigmaxprima(1,1)*auxxintejez; 
MOMFLECyprima=zetaprima*sigmaxprima(2,2)*auxxintejez; 
MOMFLECxyprima=zetaprima*sigmaxprima(1,2)*auxxintejez; 
matMOMFLECelem(1,1)=matMOMFLECelem(1,1)+MOMFLECxprima; 
matMOMFLECelem(2,1)=matMOMFLECelem(2,1)+MOMFLECyprima; 
matMOMFLECelem(3,1)=matMOMFLECelem(3,1)+MOMFLECxyprima; 
 
% 
matrizprovmom(imom,1)=matrizprovmom(imom,1)+zetaprima*dfdo(im,jmom)*B0(jmo
m,kmom)*desplaznodelem(kmom,1);% ***calc 
% matrizprovmom=auxxintejez*matrizprovmom; 
% matMOMFLECelem=matMOMFLECelem+matrizprovmom; 
 
end % fin bucle npise 
 
matrizproveme3=matEsMembelem';  %  
matrizprovmom2=matMOMFLECelem'; 
matMFcentrelem(izw,:)=matrizprovmom2(1,:); 
matEMcentrelem(izw,:)=matrizproveme3(1,:);
********** 
% ************************************************** 
% MATRIZ matTENScentrelem definida en MRELHEX (almacena tens totales) 
% MATRIZ matINCTENScentrelem definida en MRELHEX (almacena inc de tens) 
 
eta=0.0; 
nu=0.0; 
psi=0.0; 
% -------------------------------------------------- 
%       *** calcula matriz D ************* 
dfdo=zeros(6,6); 
 rrk=1;%   
    DD=(el*(1-rmu))/((1+rmu)*(1-2*rmu)); 
 rrk1=rmu/(1-rmu); 
    rrk2=(1-2*rmu)/(2*(1-rmu)); 
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    dfdo(1,1)=1; 
 dfdo(1,2)=rrk1; 
 dfdo(1,3)=rrk1; 
 
    dfdo(2,1)=rrk1; 
 dfdo(2,2)=1; 
    dfdo(2,3)=rrk1; 
 
    dfdo(3,1)=rrk1; 
 dfdo(3,2)=rrk1; 
    dfdo(3,3)=1; 
 
 dfdo(4,4)=rrk2; 
 dfdo(5,5)=rrk2; 
 dfdo(6,6)=rrk2; 
 
 dfdo=DD*dfdo; 
     
     
matcoordnodelem  % subrutina 
matfunforma % subrutina 
 
derivNretai  % subrutina 
 
matjacobelem=zeros(3,3); 
INVmatjacob=zeros(3,3); 
matjacobelem=derivNfuncretai*coordelem; 
INVmatjacob=inv(matjacobelem); 
DETJ=det(matjacobelem); 
 
% ==================== para definir ejes locales 
=========================== 
xreta=matjacobelem(1,1); 
xrnu=matjacobelem(2,1); 
xrpsi=matjacobelem(3,1); 
 
yreta=matjacobelem(1,2); 
yrnu=matjacobelem(2,2); 
yrpsi=matjacobelem(3,2); 
 
zreta=matjacobelem(1,3); 
zrnu=matjacobelem(2,3); 
zrpsi=matjacobelem(3,3); 
 
modlanda3=sqrt((yreta*zrnu-yrnu*zreta)^2+(xrnu*zreta-
xreta*zrnu)^2+(xreta*yrnu-xrnu*yreta)^2); 
landa31=(yreta*zrnu-yrnu*zreta)/modlanda3;% vect unitar ejes locales 
landa32=(xrnu*zreta-xreta*zrnu)/modlanda3; 
landa33=(xreta*yrnu-xrnu*yreta)/modlanda3; 
landa11=landa33/sqrt(landa31^2+landa33^2); 
    if(landa11<0) 
       landa11=-landa11;% hace que landa11 sea siempre >0  
    end 
landa12=0; 
landa13=-(landa11*landa31)/landa33; 
 
landa21=landa32*landa13-landa12*landa33; 
landa22=landa31*landa13-landa11*landa33; 
landa23=landa31*landa12-landa11*landa32; 
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matlanda=zeros(3,3); 
matlanda(1,1)=landa11; 
matlanda(1,2)=landa12; 
matlanda(1,3)=landa13; 
matlanda(2,1)=landa21; 
matlanda(2,2)=landa22; 
matlanda(2,3)=landa23; 
matlanda(3,1)=landa31; 
matlanda(3,2)=landa32; 
matlanda(3,3)=landa33; 
% =============================================== 
 
 
auxxdeterm=DETJ*coepi*coepj*coepk; 
volumenelem=volumenelem+auxxdeterm;%   
coninteg=coninteg+1;  
%  ----------------------------------- 
if(caldin==1 & nuci==1) 
    if(mmasacons==1) 
    matmasasconsistente;  % subrutina 
    end 
end 
%  ----------------------------------- 
cristff11=INVmatjacob(1,1); 
cristff12=INVmatjacob(1,2); 
cristff13=INVmatjacob(1,3); 
cristff21=INVmatjacob(2,1); 
cristff22=INVmatjacob(2,2); 
cristff23=INVmatjacob(2,3); 
cristff31=INVmatjacob(3,1); 
cristff32=INVmatjacob(3,2); 
cristff33=INVmatjacob(3,3); 
 
derivNfuncrxi 
 
B0(1,1)=N1rx; 
B0(1,4)=N2rx; 
B0(1,7)=N3rx; 
B0(1,10)=N4rx; 
B0(1,13)=N5rx; 
B0(1,16)=N6rx; 
B0(1,19)=N7rx; 
B0(1,22)=N8rx; 
B0(1,25)=N9rx; 
B0(1,28)=N10rx; 
B0(1,31)=N11rx; 
B0(1,34)=N12rx; 
B0(1,37)=N13rx; 
B0(1,40)=N14rx; 
B0(1,43)=N15rx; 
B0(1,46)=N16rx; 
B0(1,49)=N17rx; 
B0(1,52)=N18rx; 
B0(1,55)=N19rx; 
B0(1,58)=N20rx; 
 
B0(2,2)=N1ry; 
B0(2,5)=N2ry; 
B0(2,8)=N3ry; 
B0(2,11)=N4ry; 
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B0(2,14)=N5ry; 
B0(2,17)=N6ry; 
B0(2,20)=N7ry; 
B0(2,23)=N8ry; 
B0(2,26)=N9ry; 
B0(2,29)=N10ry; 
B0(2,32)=N11ry; 
B0(2,35)=N12ry; 
B0(2,38)=N13ry; 
B0(2,41)=N14ry; 
B0(2,44)=N15ry; 
B0(2,47)=N16ry; 
B0(2,50)=N17ry; 
B0(2,53)=N18ry; 
B0(2,56)=N19ry; 
B0(2,59)=N20ry; 
 
B0(3,3)=N1rz; 
B0(3,6)=N2rz; 
B0(3,9)=N3rz; 
B0(3,12)=N4rz; 
B0(3,15)=N5rz; 
B0(3,18)=N6rz; 
B0(3,21)=N7rz; 
B0(3,24)=N8rz; 
B0(3,27)=N9rz; 
B0(3,30)=N10rz; 
B0(3,33)=N11rz; 
B0(3,36)=N12rz; 
B0(3,39)=N13rz; 
B0(3,42)=N14rz; 
B0(3,45)=N15rz; 
B0(3,48)=N16rz; 
B0(3,51)=N17rz; 
B0(3,54)=N18rz; 
B0(3,57)=N19rz; 
B0(3,60)=N20rz; 
 
B0(4,1)=N1ry; 
B0(4,2)=N1rx; 
B0(4,4)=N2ry; 
B0(4,5)=N2rx; 
B0(4,7)=N3ry; 
B0(4,8)=N3rx; 
B0(4,10)=N4ry; 
B0(4,11)=N4rx; 
B0(4,13)=N5ry; 
B0(4,14)=N5rx; 
B0(4,16)=N6ry; 
B0(4,17)=N6rx; 
B0(4,19)=N7ry; 
B0(4,20)=N7rx; 
B0(4,22)=N8ry; 
B0(4,23)=N8rx; 
B0(4,25)=N9ry; 
B0(4,26)=N9rx; 
B0(4,28)=N10ry; 
B0(4,29)=N10rx; 
B0(4,31)=N11ry; 
B0(4,32)=N11rx; 
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B0(4,34)=N12ry; 
B0(4,35)=N12rx; 
B0(4,37)=N13ry; 
B0(4,38)=N13rx; 
B0(4,40)=N14ry; 
B0(4,41)=N14rx; 
B0(4,43)=N15ry; 
B0(4,44)=N15rx; 
B0(4,46)=N16ry; 
B0(4,47)=N16rx; 
B0(4,49)=N17ry; 
B0(4,50)=N17rx; 
B0(4,52)=N18ry; 
B0(4,53)=N18rx; 
B0(4,55)=N19ry; 
B0(4,56)=N19rx; 
B0(4,58)=N20ry; 
B0(4,59)=N20rx; 
 
B0(5,2)=N1rz; 
B0(5,3)=N1ry; 
B0(5,5)=N2rz; 
B0(5,6)=N2ry; 
B0(5,8)=N3rz; 
B0(5,9)=N3ry; 
B0(5,11)=N4rz; 
B0(5,12)=N4ry; 
B0(5,14)=N5rz; 
B0(5,15)=N5ry; 
B0(5,17)=N6rz; 
B0(5,18)=N6ry; 
B0(5,20)=N7rz; 
B0(5,21)=N7ry; 
B0(5,23)=N8rz; 
B0(5,24)=N8ry; 
B0(5,26)=N9rz; 
B0(5,27)=N9ry; 
B0(5,29)=N10rz; 
B0(5,30)=N10ry; 
B0(5,32)=N11rz; 
B0(5,33)=N11ry; 
B0(5,35)=N12rz; 
B0(5,36)=N12ry; 
B0(5,38)=N13rz; 
B0(5,39)=N13ry; 
B0(5,41)=N14rz; 
B0(5,42)=N14ry; 
B0(5,44)=N15rz; 
B0(5,45)=N15ry; 
B0(5,47)=N16rz; 
B0(5,48)=N16ry; 
B0(5,50)=N17rz; 
B0(5,51)=N17ry; 
B0(5,53)=N18rz; 
B0(5,54)=N18ry; 
B0(5,56)=N19rz; 
B0(5,57)=N19ry; 
B0(5,59)=N20rz; 
B0(5,60)=N20ry; 
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B0(6,1)=N1rz; 
B0(6,3)=N1rx; 
B0(6,4)=N2rz; 
B0(6,6)=N2rx; 
B0(6,7)=N3rz; 
B0(6,9)=N3rx; 
B0(6,10)=N4rz; 
B0(6,12)=N4rx; 
B0(6,13)=N5rz; 
B0(6,15)=N5rx; 
B0(6,16)=N6rz; 
B0(6,18)=N6rx; 
B0(6,19)=N7rz; 
B0(6,21)=N7rx; 
B0(6,22)=N8rz; 
B0(6,24)=N8rx; 
B0(6,25)=N9rz; 
B0(6,27)=N9rx; 
B0(6,28)=N10rz; 
B0(6,30)=N10rx; 
B0(6,31)=N11rz; 
B0(6,33)=N11rx; 
B0(6,34)=N12rz; 
B0(6,36)=N12rx; 
B0(6,37)=N13rz; 
B0(6,39)=N13rx; 
B0(6,40)=N14rz; 
B0(6,42)=N14rx; 
B0(6,43)=N15rz; 
B0(6,45)=N15rx; 
B0(6,46)=N16rz; 
B0(6,48)=N16rx; 
B0(6,49)=N17rz; 
B0(6,51)=N17rx; 
B0(6,52)=N18rz; 
B0(6,54)=N18rx; 
B0(6,55)=N19rz; 
B0(6,57)=N19rx; 
B0(6,58)=N20rz; 
B0(6,60)=N20rx; 
 
 if(calcnolin==1 & nuci>1)% calcula B no lineal 
    cabnlhex % subrutina para calculo Bnl 
    B0=B0+BNL;% calculo B0+B no lineal 
 end % fin condic calculo B no lineal 
    
    incdesplaznodelem=zeros(60,1); 
    inctens=zeros(6,1); 
    for icabn=1:20 
 ics=rcsdo(izw,(icabn-1)*4+1); 
    if(ics<=ntt) 
     for jcabn=1:3 
     incdesplaznodelem((icabn-1)*3+jcabn,1)=incdesplaz((ics-
1)*3+jcabn,1);% lee corrim nod elem 
     end 
    end 
    end % bucle  icabn 
 
matlandatrasp=matlanda'; 
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matrizprovesm=dfdo*B0*incdesplaznodelem; % cal increm de tens en centro 
del elem  
 
matrizsigma=zeros(3,3); 
matrizsigma(1,1)=matrizprovesm(1,1);% *** sigma 3*3 de elem en punto de 
integ s/espesor 
matrizsigma(1,2)=matrizprovesm(4,1); 
matrizsigma(1,3)=matrizprovesm(6,1); 
matrizsigma(2,1)=matrizprovesm(4,1); 
matrizsigma(2,2)=matrizprovesm(2,1); 
matrizsigma(2,3)=matrizprovesm(5,1); 
matrizsigma(3,1)=matrizprovesm(6,1); 
matrizsigma(3,2)=matrizprovesm(5,1); 
matrizsigma(3,3)=matrizprovesm(3,1); 
 
sigmaxprima=matrizsigma*matlandatrasp; 
 
% transpinctens=inctens';     
% matINCTENScentrelem(izw,:)=transpinctens(1,:); 
 
matTENScentrelem(izw,1)=matTENScentrelem(izw,1)+sigmaxprima(1,1); 
matTENScentrelem(izw,2)=matTENScentrelem(izw,2)+sigmaxprima(2,2); 
matTENScentrelem(izw,3)=matTENScentrelem(izw,3)+sigmaxprima(3,3); 
matTENScentrelem(izw,4)=matTENScentrelem(izw,4)+sigmaxprima(1,2); 
matTENScentrelem(izw,5)=matTENScentrelem(izw,5)+sigmaxprima(2,3); 
matTENScentrelem(izw,6)=matTENScentrelem(izw,6)+sigmaxprima(1,3); 
********** 
L1BN=zeros(6,3); 
L1BN(1,1)=-
(1/G11)*DG11ralfa1*u1ralf1+0.5*(1/(G11*G11))*DG11ralfa1*DG11ralfa1*u1; 
L1BN(1,1)=L1BN(1,1)+4*RG11*SimbCtff11(1,1)*((DiRG11ralfa1*u1)+(u1ralf1/RG1
1)); 
L1BN(1,1)=L1BN(1,1)+4*RG11*u1*DiRG11ralfa1*SimbCtff11(1,1); 
L1BN(1,1)=L1BN(1,1)+4*(G22/RG11)*SimbCtff11(1,2)*((DiRG22ralfa1*u2)+(u2ral
f1/RG22)); 
L1BN(1,1)=L1BN(1,1)+4*(1/RG11)*SimbCtff11(1,3)*u3ralf1; 
L1BN(1,1)=L1BN(1,1)+4*G11*(u2/RG22)*SimbCtff12(1,1)*DiRG11ralfa1; 
L1BN(1,1)=L1BN(1,1)+4*G11*u3*SimbCtff13(1,1)*DiRG11ralfa1; 
L1BN(1,1)=L1BN(1,1)+2*(u1/G11)*((SimbCtff11(1,1)*SimbCtff11(1,1)*G11+SimbC
tff11(1,2)*SimbCtff11(1,2)*G22+SimbCtff11(1,3)*SimbCtff11(1,3)); 
L1BN(1,1)=L1BN(1,1)+2*(u2/(RG11*RG22))*(SimbCtff11(1,1)*SimbCtff12(1,1)*G1
1+SimbCtff11(1,2)*SimbCtff12(1,2)*G22+SimbCtff11(1,3)*SimbCtff12(1,3)); 
L1BN(1,1)=L1BN(1,1)+2*(u3/RG11)*SimbCtff11(1,1)*SimbCtff13(1,1)*G11; 
 
L1BN(1,2)=-
(1/G22)*DG22ralfa1*u2ralf1+0.5*(1/(G22*G22))*DG22ralfa1*DG22ralfa1*u2; 
L1BN(1,2)=L1BN(1,2)+4*G22*(u1/RG11)*DiRG22ralfa1*SimbCtff11(1,2); 
L1BN(1,2)=L1BN(1,2)+4*(G11/RG22)*SimbCtff12(1,1)*((DiRG11ralfa1*u1)+(u1ral
f1/RG11)); 
L1BN(1,2)=L1BN(1,2)+4*RG22*SimbCtff12(1,2)*((DiRG22ralfa1*u2)+(u2ralf1/RG2
2)); 
L1BN(1,2)=L1BN(1,2)+4*G22*(u2/RG22)*SimbCtff12(1,2)*DiRG22ralfa1; 
L1BN(1,2)=L1BN(1,2)+4*(1/RG22)*SimbCtff12(1,3)*u3ralf1; 
L1BN(1,2)=L1BN(1,2)+2*(u1/(RG11*RG22))*(SimbCtff11(1,1)*SimbCtff12(1,1)*G1
1+SimbCtff11(1,2)*SimbCtff12(1,2)*G22+SimbCtff11(1,3)*SimbCtff12(1,3)); 
L1BN(1,2)=L1BN(1,2)+2*(u2/G22)*((SimbCtff12(1,1)*SimbCtff12(1,1)*G11+SimbC
tff12(1,2)*SimbCtff12(1,2)*G22+SimbCtff12(1,3)*SimbCtff12(1,3)); 
L1BN(1,2)=L1BN(1,2)+2*(u3/RG22)*SimbCtff12(1,1)*SimbCtff13(1,1)*G11; 
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L1BN(1,3)=4*G11*SimbCtff13(1,1)*((DiRG11ralfa1*u1)+(u1ralf1/RG11)); 
L1BN(1,3)=L1BN(1,3)+2*(u1/RG11)*SimbCtff11(1,1)*SimbCtff13(1,1)*G11; 
L1BN(1,3)=L1BN(1,3)+4*(u3*G11)*SimbCtff13(1,1)*SimbCtff13(1,1); 
L1BN(1,3)=L1BN(1,3)+2*(u2/RG22)*SimbCtff12(1,1)*SimbCtff13(1,1)*G11; 
 
L1BN(2,1)=0.5*(1/(G11*G11))*DG11ralfa2*DG11ralfa2*u1-
(1/G11)*DG11ralfa2*u1ralf2; 
L1BN(2,1)=L1BN(2,1)+4*RG11*SimbCtff12(1,1)*((DiRG11ralfa2*u1)+(u1ralf2/RG1
1)); 
L1BN(2,1)=L1BN(2,1)+4*RG11*u1*DiRG11ralfa2*SimbCtff12(1,1); 
L1BN(2,1)=L1BN(2,1)+4*(1/RG11)*SimbCtff12(1,3)*u3ralf2; 
L1BN(2,1)=L1BN(2,1)+4*G22*(u2/RG11)*SimbCtff12(1,2)*DiRG22ralfa2; 
L1BN(2,1)=L1BN(2,1)+4*(1/RG11)*RG22*SimbCtff12(1,2)*u2ralf2; 
L1BN(2,1)=L1BN(2,1)+4*G11*(u2/RG22)*SimbCtff22(1,1)*DiRG11ralfa2; 
L1BN(2,1)=L1BN(2,1)+(u2/RG22)*(1/RG11)*((SimbCtff12(1,1)*SimbCtff12(1,1)*G
11+SimbCtff12(1,2)*SimbCtff12(1,2)*G22+SimbCtff12(1,3)*SimbCtff12(1,3)); 
L1BN(2,1)=L1BN(2,1)+(u2/RG22)*(1/RG11)*((SimbCtff22(1,1)*SimbCtff12(1,1)*G
11+SimbCtff22(1,2)*SimbCtff12(1,2)*G22+SimbCtff22(1,3)*SimbCtff12(1,3)); 
L1BN(2,1)=L1BN(2,1)+2*(u3/RG11)*SimbCtff12(1,2)*SimbCtff23(1,2)*G22; 
 
L1BN(2,2)=0.5*(1/(G22*G22))*DG22ralfa2*DG22ralfa2*u2-
(1/G22)*DG22ralfa2*u2ralf2; 
L1BN(2,2)=L1BN(2,2)+4*G11*(1/RG22)*SimbCtff22(1,1)*((DiRG11ralfa2*u1)+(u1r
alf2/RG11)); 
L1BN(2,2)=L1BN(2,2)+4*G22*(u1/RG11)*DiRG22ralfa2*SimbCtff12(1,2); 
L1BN(2,2)=L1BN(2,2)+4*RG22*SimbCtff22(1,2)*((DiRG22ralfa2*u2)+(u2ralf2/RG2
2)); 
L1BN(2,2)=L1BN(2,2)+4*G22*(u2/RG22)*DiRG22ralfa2*SimbCtff22(1,2); 
L1BN(2,2)=L1BN(2,2)+4*(1/RG22)*SimbCtff22(1,3)*u3ralf2; 
L1BN(2,2)=L1BN(2,2)+(u1/RG22)*(1/RG11)*((SimbCtff12(1,1)*SimbCtff12(1,1)*G
11+SimbCtff12(1,2)*SimbCtff12(1,2)*G22+SimbCtff12(1,3)*SimbCtff12(1,3)); 
L1BN(2,2)=L1BN(2,2)+(u1/RG22)*(1/RG11)*((SimbCtff22(1,1)*SimbCtff12(1,1)*G
11+SimbCtff22(1,2)*SimbCtff12(1,2)*G22+SimbCtff22(1,3)*SimbCtff12(1,3)); 
L1BN(2,2)=L1BN(2,2)+2*(u2/G22)*((SimbCtff22(1,1)*SimbCtff22(1,1)*G11+SimbC
tff22(1,2)*SimbCtff22(1,2)*G22+SimbCtff22(1,3)*SimbCtff22(1,3)); 
L1BN(2,2)=L1BN(2,2)+2*(u3/RG22)*SimbCtff22(1,2)*SimbCtff23(1,2)*G22; 
L1BN(2,2)=L1BN(2,2)+4*G22*u3*DiRG22ralfa2*SimbCtff23(1,2); 
 
L1BN(2,3)=4*G22*SimbCtff23(1,2)*((DiRG22ralfa2*u2)+(u2ralf2/RG22)); 
L1BN(2,3)=L1BN(2,3)+2*(u1/RG11)*SimbCtff12(1,2)*SimbCtff23(1,2)*G22; 
L1BN(2,3)=L1BN(2,3)+2*(u2/RG22)*SimbCtff22(1,2)*SimbCtff23(1,2)*G22; 
L1BN(2,3)=L1BN(2,3)+2*u3*SimbCtff23(1,2)*SimbCtff23(1,2)*G22; 
 
L1BN(3,1)=2*G11*DiRG11ralfa3*DiRG11ralfa3*u1+2*RG11*DiRG11ralfa3*u1ralf3; 
L1BN(3,1)=L1BN(3,1)+8*RG11*u1*DiRG11ralfa3*SimbCtff13(1,1); 
L1BN(3,1)=L1BN(3,1)+4*SimbCtff13(1,1)*u1ralf3+2*u1*SimbCtff13(1,1)*SimbCtf
f13(1,1); 
 
L1BN(3,2)=2*G22*DiRG22ralfa3*DiRG22ralfa3*u2+2*RG22*DiRG22ralfa3*u2ralf3; 
L1BN(3,2)=L1BN(3,2)+8*RG22*u2*DiRG22ralfa3*SimbCtff23(1,2); 
L1BN(3,2)=L1BN(3,2)+4*SimbCtff23(1,2)*u2ralf3+2*u2*SimbCtff23(1,2)*SimbCtf
f23(1,2); 
 
L1BN(3,3)=0; 
 
L1BN(4,1)=(1/RG11)*DRG22ralfa1*(u2ralf1-(DRG11ralfa2*(1/RG22)*u1)); 
L1BN(4,1)=L1BN(4,1)-
(1/RG22)*DRG11ralfa2*(u2ralf2+(DRG22ralfa1*(1/RG11)*u1)+(DRG22ralfa3*u3)); 
L1BN(4,1)=L1BN(4,1)-DRG11ralfa3*(u3ralf2-(DRG22ralfa3*u2)); 
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L1BN(4,2)=(1/RG22)*DRG11ralfa2*u1ralf2; 
L1BN(4,2)=L1BN(4,2)-(1/RG11)*(1/RG22)*DRG22ralfa1*DRG11ralfa2*u2; 
L1BN(4,2)=L1BN(4,2)-
(1/RG11)*DRG22ralfa1*(u1ralf1+(DRG11ralfa2*(1/RG22)*u2)+(DRG11ralfa3*u3)); 
L1BN(4,2)=L1BN(4,2)-DRG22ralfa3*(u3ralf1-(DRG11ralfa3*u1)); 
 
L1BN(4,3)=DRG11ralfa3*u1ralf2; 
L1BN(4,3)=L1BN(4,3)-(1/RG11)*DRG22ralfa1*DRG11ralfa3*u2; 
L1BN(4,3)=L1BN(4,3)+DRG22ralfa3*(u2ralf1-(DRG11ralfa2*(1/RG22)*u1)); 
L1BN(5,1)=(1/RG11)*DRG22ralfa1*u2ralf3; 
L1BN(5,2)=-DRG22ralfa3*u3ralf3-(1/RG11)*DRG22ralfa1*u1ralf3; 
L1BN(5,3)=DRG22ralfa3*u2ralf3 
L1BN(6,1)=-(1/RG22)*DRG11ralfa2*u2ralf3-DRG11ralfa3*u3ralf3; 
L1BN(6,2)=(1/RG22)*DRG11ralfa3*u1ralf3; 
L1BN(6,3)=DRG11ralfa3*u1ralf3
********** 
L2BN=zeros(6,9); 
 
L2BN(1,1)=2*u1ralf1-
(1/G11)*DG11ralfa1*u1+4*u1*SimbCtff11(1,1)+(1/RG11)*SimbCtff12(1,1); 
L2BN(1,1)=L2BN(1,1)+4*RG11*SimbCtff13(1,1)*u3; 
L2BN(1,2)=0; 
L2BN(1,3)=0; 
L2BN(1,4)=2*u2ralf1-
(1/G22)*DG22ralfa1*u2+4*RG22*(1/RG11)*SimbCtff11(1,2)*u1+4*SimbCtff12(1,2)
*u2; 
L2BN(1,5)=0; 
L2BN(1,6)=0; 
L2BN(1,7)=2*u3ralf1+4*(1/RG11)*SimbCtff11(1,3)*u1+4*(1/RG22)*SimbCtff12(1,
3)*u2; 
L2BN(1,8)=0; 
L2BN(1,9)=0; 
 
L2BN(2,1)=0; 
L2BN(2,2)=2*u1ralf2-
(1/G11)*DG11ralfa2*u1+4*SimbCtff12(1,1)*u1+4*RG11*(1/RG22)*SimbCtff22(1,1)
*u2; 
L2BN(2,3)=0; 
L2BN(2,4)=0; 
L2BN(2,5)=2*u2ralf2-
(1/G22)*DG22ralfa2*u2+4*RG22*(1/RG11)*SimbCtff12(1,2)*u1+4*RG22*SimbCtff23
(1,2)*u3+4*SimbCtff22(1,2)*u2; 
L2BN(2,6)=0; 
L2BN(2,7)=0; 
L2BN(2,8)=2*u3ralf2+4*(1/RG11)*SimbCtff12(1,3)*u1+4*(1/RG22)*SimbCtff22(1,
3)*u2; 
L2BN(2,9)=0; 
 
L2BN(3,1)=0; 
L2BN(3,2)=0; 
L2BN(3,3)=2*u1ralf3+2*RG11*DiRG11ralfa3*u1+4*SimbCtff13(1,1)*u1; 
L2BN(3,4)=0; 
L2BN(3,5)=0; 
L2BN(3,6)=2*u2ralf3+2*RG22*DiRG22ralfa3*u2+4*SimbCtff23(1,2)*u2; 
L2BN(3,7)=0; 
L2BN(3,8)=0; 
L2BN(3,9)=2*u3ralf3; 
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L2BN(4,1)=u1ralf2-(1/RG11)*DRG22ralfa1*u2; 
L2BN(4,2)=u1ralf1+(1/RG22)*DRG11ralfa2*u2+DRG11ralfa3*u3; 
L2BN(4,3)=0; 
L2BN(4,4)=u2ralf2+(1/RG11)*DRG22ralfa1*u1+DRG22ralfa3*u3; 
L2BN(4,5)=u2ralf1-(1/RG22)*DRG11ralfa2*u1; 
L2BN(4,6)=0; 
L2BN(4,7)=u3ralf2-DRG22ralfa3*u2; 
L2BN(4,8)=u3ralf1-DRG11ralfa3*u1; 
L2BN(4,9)=0; 
 
L2BN(5,1)=0; 
L2BN(5,2)=u1ralf3; 
L2BN(5,3)=u1ralf2-(1/RG11)*DRG22ralfa1*u2; 
L2BN(5,4)=0; 
L2BN(5,5)=u2ralf3; 
L2BN(5,6)=u2ralf2+(1/RG11)*DRG22ralfa1*u1+DRG22ralfa3*u3; 
L2BN(5,7)=0; 
L2BN(5,8)=u3ralf3; 
L2BN(5,9)=u3ralf2-DRG22ralfa3*u2; 
 
L2BN(6,1)=u1ralf3; 
L2BN(6,2)=0; 
L2BN(6,3)=u1ralf1+(1/RG22)*DRG11ralfa3*u2+DRG11ralfa3*u3; 
L2BN(6,4)=u2ralf3; 
L2BN(6,5)=0; 
L2BN(6,6)=u2ralf1-(1/RG22)*DRG11ralfa2*u1; 
L2BN(6,7)=u3ralf3; 
L2BN(6,8)=0; 
L2BN(6,9)=u3ralf1-DRG11ralfa3*u1;
********** 
% % ******CALCULA matriz  componentes de corr U y TETA (deriv de corr) 
corrimientos=zeros(3,1); 
corrimientos=matfunform360*despelemLOC;% corr u,v,w PUNT GENERICO 
 
u1ralf1=matrizTETA(1,1); 
u1ralf2=matrizTETA(2,1); 
u1ralf3=matrizTETA(3,1); 
 
u2ralf1=matrizTETA(4,1); 
u2ralf2=matrizTETA(5,1); 
u2ralf3=matrizTETA(6,1); 
 
u3ralf1=matrizTETA(7,1); 
u3ralf2=matrizTETA(8,1); 
u3ralf3=matrizTETA(9,1); 
********** 
% ***************************************************** 
% ******************** Marilahex ********************* 
% ***************************************************** 
%       *******************  ~=      ******************************* 
%      ************************************************** 
%       ***subrutina para formacion de la matriz de rigidez,en coordenadas 
globales 
%       ***para calc de lam med PARALELEPIPEDO (hex) DE 20 nodos y 60 
%       g.d.l.(3 c/nodo) 
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    derivNfuncretai=zeros(3,20); 
 maderivNretaiCNL=zeros(9,60);% 
\[DownQuestion]\[DownQuestion]\[DownQuestion]\[DownQuestion]\[DownQuestion
]\[DownQuestion]\[DownQuestion]\[DownQuestion]\[DownQuestion]BORRAR 
????????????????????????? 
 B0=zeros(6,60); 
  BNL=zeros(6,60); 
     
ANL=zeros(6,9); 
maderivNretaiCNL=zeros(9,60); 
macristffCNL=zeros(9,9); 
derivcorrimrxi=zeros(9,1);  
 
    matrizprov=zeros(60,60); 
    matrizprov1=zeros(60,60); 
    rkbdo=zeros(60,60); 
    rmbdo=zeros(60,60); 
    rkgbdo=zeros(60,60); 
    rkNbdo=zeros(60,60); 
    rkTbdo=zeros(60,60); 
    rkfbdo=zeros(60,60);% matriz kf (fuerz inter)de elemento 
 
%  ----------------------------------- 
%       *** calcula matriz D ************* 
 dfdo=zeros(6,6);% NO INCORPORA HIPOTESIS LAMINAS: EPSILON Z=0 (RESULT = 
SIGUIENTES) 
 
     DD=(el*(1-rmu))/((1+rmu)*(1-2*rmu)); 
  rrk1=rmu/(1-rmu); 
     rrk2=(1-2*rmu)/(2*(1-rmu)); 
     
     dfdo(1,1)=1; 
  dfdo(1,2)=rrk1; 
  dfdo(1,3)=rrk1; 
 
     dfdo(2,1)=rrk1; 
  dfdo(2,2)=1; 
     dfdo(2,3)=rrk1; 
 
     dfdo(3,1)=rrk1; 
  dfdo(3,2)=rrk1; 
     dfdo(3,3)=1; 
 
  dfdo(4,4)=rrk2; 
  dfdo(5,5)=rrk2; 
  dfdo(6,6)=rrk2; 
 
  dfdo=DD*dfdo; 
     
    %dfdo=zeros(6,6);% INCORPORA HIPOTESIS LAMINAS: EPSILON Z=0 (RESULT = 
ANTERIORES) 
  
    %rrk=1.0;%  cof mejora deform esf cortant 
        %if(nuci>1) 
        %rrk=1.2;%  cof mejora deform esf cortant (hace desprec las tens 
cortant) 
        %end 
    %DD=el/((1+rmu)*(1-rmu)); 
 %rrk1=(1-rmu)/2; 
    %rrk2=rrk1/rrk; 
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    %dfdo(1,1)=1; 
 %dfdo(1,2)=rmu; 
 
    %dfdo(2,1)=rmu; 
 %dfdo(2,2)=1; 
     
    %dfdo(3,3)=1; 
 
    %dfdo(4,4)=rrk1; 
 %dfdo(5,5)=rrk2; 
 %dfdo(6,6)=rrk2; 
 
 %dfdo=DD*dfdo; 
     
matcoordnodelem  % subrutina 
 
% CALCULA CARGAS CONSIST EN LOS NODOS si carga repartida s/ superf 
         
    if(iqsup==1 & qsupcons==1) 
 matcargasCONSISTnodoselem % subrutina 
    end  
 
%  -------------------------------------------------- 
% MCBelem en MREL 
MCBelem=zeros(60,60); % matriz  de cambio de base para todos los nod del 
elem              
 
    rppdoel=zeros(20,3); % rppdo=matriz peso propio elemento 
    rqrdoel=zeros(20,3); % rqrdoel=matriz carg rep elemento 
     
rmbdo=zeros(60,60); 
for icb=1:20 % matriz  de cambio de base para todos los nod del elem 
numnudo=icb; 
matcambbasenodoselem % SUBRUTINA calc componentes base natural normaliz en 
los nod del elem     
% calc DERIV p, q, r, s, t, ...rld3x, rld3y, rld3z 
 
t1=[1 0 p]/norm([1 0 p]);% vect nat NORMALIZ 1 (ejes locales) 
t2=[0 1 q]/norm([0 1 q]);% vect nat NORMALIZ 2 (ejes locales) 
t3=[rld3x rld3y rld3z]/norm([rld3x rld3y rld3z]);% vect nat NORMALIZ 3 
(ejes locales) 
 
    % calculo de cargas de los nodos del elemento en coorden globales 
    if(iqvol==1 & qvolconc==1) 
 CQMCSTHEX 
 end 
    if(iqsup==1 & qsupconc==1) 
    CQMCSTHEX 
    end  
    %   *** calcula en su caso matriz de masas concent direct en los nodos 
**** 
    if(caldin==1) 
       if(mmasaconc==1 & nuci==1) 
       matmasasconcentradas; % subrutina 
       end 
    end 
 
MCBelem((icb-1)*3+1,(icb-1)*3+1)=t1(1,1); 
MCBelem((icb-1)*3+1,(icb-1)*3+2)=t1(1,2); 
 Anejo 6. Programación del elemento finito serendípito de 20 nodos 
 
329 
 
MCBelem((icb-1)*3+1,(icb-1)*3+3)=t1(1,3); 
 
MCBelem((icb-1)*3+2,(icb-1)*3+1)=t2(1,1); 
MCBelem((icb-1)*3+2,(icb-1)*3+2)=t2(1,2); 
MCBelem((icb-1)*3+2,(icb-1)*3+3)=t2(1,3); 
 
MCBelem((icb-1)*3+3,(icb-1)*3+1)=t3(1,1); 
MCBelem((icb-1)*3+3,(icb-1)*3+2)=t3(1,2); 
MCBelem((icb-1)*3+3,(icb-1)*3+3)=t3(1,3); 
end % fin bucle icb 
%  ----------------------------------- 
 
for  ii=1:npipm % bucle integrac eta; puntos de inegrac en Datos 
 for  jj=1:npipm % % bucle integrac nu 
   for  kk=1:npise % bucle integrac psi; puntos de inegrac en Datos 
    
       if(npipm==4 & npise==4) 
       DIRECCINEGRAC=3;     
       integNIig4entresdirecc     
       end 
       if(npipm==3 & npise==3) 
       DIRECCINEGRAC=3;     
       integNIig3entresdirecc     
       end 
       if(npipm==4 & npise==2) 
       DIRECCINEGRAC=3;     
       integNIig4PM2enESPtresdirecc % subrutina 
       end 
       if(npipm==4 & npise==1) 
       DIRECCINEGRAC=3;     
       integNIig4PM1enESPtresdirecc % subrutina 
       end 
       if(npipm==5 & npise==2) 
       DIRECCINEGRAC=3;     
       integNIig5PM2enESPtresdirecc % subrutina 
       end 
        
matfunforma % subrutina 
 
derivNretai  % subrutina 
 
matjacobXETAelem=derivNJfuncretai*coordelem; 
INVmatjacobXETA=inv(matjacobXETAelem); 
DETJXETA=det(matjacobXETAelem); 
 
%  ----------------------------------- 
if(caldin==1 & nuci==1) 
    if(mmasacons==1) 
    matmasasconsistente;  % subrutina 
    end 
end 
%  ----------------------------------- 
 
% ------- vectores naturales en un punto generico---------------- 
% mat coordelem que almac coord cart nod elem se forma en subrut 
matcambbasenodoselem 
coordXnod=zeros(20,1); 
coordYnod=zeros(20,1); 
coordZnod=zeros(20,1); 
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coordXnod=coordelem(:,1); 
coordYnod=coordelem(:,2); 
coordZnod=coordelem(:,3); 
 
x0=Nfunc'*coordXnod;% coord x PUNT GENERICO 
y0=Nfunc'*coordYnod;% coord y PUNT GENERICO 
z0=Nfunc'*coordZnod;% coord z PUNT GENERICO 
 
vectnathi % SUBRUTINA preparatoria (calcula deriv prim, seg y terc ecuac 
superf)  
% calculo vect natur bien en nodosen un punto generico 
r=der2r; 
s=der2s; 
t=der2t; 
 
h1=[1 0 p];% vect nat 1 (ejes locales) 
h2=[0 1 q];% vect nat 2 (ejes locales) 
h3=[rld3x rld3y rld3z]/norm([rld3x rld3y rld3z]);% vect nat 3 (ejes 
locales) 
 
matjacobXALFAelem=[h1(1,1) h1(1,2) h1(1,3); h2(1,1) h2(1,2) 
h2(1,3);h3(1,1) h3(1,2) h3(1,3)]; 
INVmatjacobXALFA=inv(matjacobXALFAelem); 
 
matcambALFAETA=matjacobXALFAelem*INVmatjacobXETA;% mat cambio coord ALFA a 
coord ETA 
 
curvat1=der2r/((1+p*p)^1.5); 
curvat2=der2t/((1+q*q)^1.5); 
 
G11=h1*h1'; 
G22=h2*h2'; 
G33=h3*h3'; 
 
RG11=sqrt(h1*h1'); 
RG22=sqrt(h2*h2'); 
RG33=sqrt(h3*h3'); 
 
DG11ralfa1=2*p*r; 
DG11ralfa2=2*p*s; 
DG11ralfa3=-2*curvat1*(1+p*p); 
 
DG22ralfa1=2*q*s; 
DG22ralfa2=2*q*t; 
DG22ralfa3=-2*curvat2*(1+q*q); 
 
DRG11ralfa1=(der2r*p)/sqrt(1+p*p); 
DRG11ralfa2=(der2s*p)/sqrt(1+p*p); 
DRG11ralfa3=-sqrt(1+p*p)*curvat1; 
 
DRG22ralfa1=(der2t*q)/sqrt(1+q*q); 
DRG22ralfa2=(der2s*q)/sqrt(1+q*q); 
DRG22ralfa3=-sqrt(1+q*q)*curvat2; 
 
DRG33ralfa1=0; 
DRG33ralfa2=0; 
DRG33ralfa3=0; 
 
DiRG11ralfa1=-0.5*(G11^-1.5)*DRG11ralfa1; 
DiRG11ralfa2=-0.5*(G11^-1.5)*DRG11ralfa2; 
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DiRG11ralfa3=-0.5*(G11^-1.5)*DRG11ralfa3; 
 
DiRG22ralfa1=-0.5*(G22^-1.5)*DRG22ralfa1; 
DiRG22ralfa2=-0.5*(G22^-1.5)*DRG22ralfa2; 
DiRG22ralfa3=-0.5*(G22^-1.5)*DRG22ralfa3; 
 
k1=curvat1; 
k2=curvat2; 
SimbCrtff % Subrutina calc SimbCrtff de segunda especie  
 
L1=zeros(6,3); 
L1(1,2)=DRG11ralfa2; 
L1(1,3)=(1/(RG33*RG11))*DRG11ralfa3; 
 
L1(2,1)=DRG22ralfa1; 
L1(2,3)=(1/(RG33*RG22))*DRG22ralfa3; 
 
L1(3,1)=DRG33ralfa1; 
L1(3,2)=DRG33ralfa2; 
 
L1(4,1)=-DRG11ralfa2; 
L1(4,2)=-DRG22ralfa1; 
 
L1(5,2)=-(1/(RG33*RG22))*DRG22ralfa3; 
 
L1(6,1)=-(1/(RG33*RG11))*DRG11ralfa3; 
 
L2=zeros(6,9); 
L2(1,1)=1/RG11; 
L2(2,5)=1/RG22; 
L2(3,9)=1/RG33; 
L2(4,2)=1/RG22; 
L2(4,4)=1/RG11; 
L2(5,6)=1/RG33; 
L2(5,8)=1/RG22; 
L2(6,3)=1/RG33; 
L2(6,7)=1/RG11; 
 
MGCALFAETA=zeros(9,9); 
MGCALFAETA(1,1)=matcambALFAETA(1,1); 
MGCALFAETA(1,2)=matcambALFAETA(1,2); 
MGCALFAETA(1,3)=matcambALFAETA(1,3); 
MGCALFAETA(2,1)=matcambALFAETA(2,1); 
MGCALFAETA(2,2)=matcambALFAETA(2,2); 
MGCALFAETA(2,3)=matcambALFAETA(2,3); 
MGCALFAETA(3,1)=matcambALFAETA(3,1); 
MGCALFAETA(3,2)=matcambALFAETA(3,2); 
MGCALFAETA(3,3)=matcambALFAETA(3,3); 
MGCALFAETA(4,4)=matcambALFAETA(1,1); 
MGCALFAETA(4,5)=matcambALFAETA(1,2); 
MGCALFAETA(4,6)=matcambALFAETA(1,3); 
MGCALFAETA(5,4)=matcambALFAETA(2,1); 
MGCALFAETA(5,5)=matcambALFAETA(2,2); 
MGCALFAETA(5,6)=matcambALFAETA(2,3); 
MGCALFAETA(6,4)=matcambALFAETA(3,1); 
MGCALFAETA(6,5)=matcambALFAETA(3,2); 
MGCALFAETA(6,6)=matcambALFAETA(3,3); 
MGCALFAETA(7,7)=matcambALFAETA(1,1); 
MGCALFAETA(7,8)=matcambALFAETA(1,2); 
MGCALFAETA(7,9)=matcambALFAETA(1,3); 
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MGCALFAETA(8,7)=matcambALFAETA(2,1); 
MGCALFAETA(8,8)=matcambALFAETA(2,2); 
MGCALFAETA(8,9)=matcambALFAETA(2,3); 
MGCALFAETA(9,7)=matcambALFAETA(3,1); 
MGCALFAETA(9,8)=matcambALFAETA(3,2); 
MGCALFAETA(9,9)=matcambALFAETA(3,3); 
 
B0=L1*matfunform360+L2*MGCALFAETA*derivNfuncretai; 
 
auxx=DETJXETA*coepi*coepj*coepk; 
matrizprov=B0'*dfdo*B0;%      ***calcula bt*d*b ********** 
matrizprov=auxx*matrizprov; 
rkbdo=rkbdo+matrizprov; %  *** matriz de rig  Ko en coord local *** 
 
% --------------------------- 
 if(calcnolin==1 & nuci>1)% calcula B no lineal 
      
    matrizprov1=zeros(60,60); 
    tens=zeros(6,1); 
     
    matrizG=MGCALFAETA*derivNfuncretai;%  matriz G 9*60 
 
 desplaznodelem=zeros(60,1);%  desplaz nodos elem en globales 
    despelemLOC=zeros(60,1);%  desplaz nodos elem en locales 
    for icabn=1:20 
 ics=rcsdo(izw,(icabn-1)*4+1); 
    if(ics<=ntt) 
     for jcabn=1:3 
     desplaznodelem((icabn-1)*3+jcabn,1)=desplaz((ics-
1)*3+jcabn,1);% lee corrim nod elem 
     end %  desplaznodelem en globales  
    end 
    end % bucle  icabn 
 despelemLOC=MCBelem*desplaznodelem;%  desplaz nodos elem en locales 
 
    matrizTETA=zeros(9,1); 
    matrizTETA=matrizG*despelemLOC; 
     
    compcorrUyTETA % subrutina para calculo compon de corr y TETA(deriv 
corr) 
    CL1BN % subrutina para calculo de la matriz L1 BN 
    CL2BN % subrutina para calculo de la matriz L2 BN 
    subdeformaciones % subrutina para calculo de las deformaciones 
 
    tens=dfdo*deformaciones; % calc tens=E*DEF en punt de integ del elem  
 
    sigma1=tens(1,1); 
    sigma2=tens(2,1); 
    sigma3=tens(3,1); 
    tau12=tens(4,1); 
    tau23=tens(5,1); 
    tau13=tens(6,1); 
    subL2TTENS    % sub calculo de la matriz L2TTENS 
    subL2TTENSEG  % sub calculo de la matriz L2TTENSEG 
     
    
      
    PROkn=zeros(60,60); 
    
PROkn=derivNfuncretai'*MG2CALFAETA'*matriztens*MGCALFAETA*derivNfuncretai; 
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    caKtens % subrutina para calculo Kn 
    rkNbdo=rkNbdo+auxx*PROkn; % ****** KN=suma(auxx*PROkn) 
     
    matrizprov1=(B0+BNL)'*dfdo*(B0+BNL);%  ***calcula 
(b0t+bnlt)*E*(b0+bnl) *** 
    rkgbdo=rkgbdo+auxx*matrizprov1; %  *** matriz de rig  Ko+Kg de grandes 
corrim*** 
     
    matrizprov1=(B0+BNL)'*dfdo*(B0+ALFA*0.5*BNL);%  ***calcula 
(b0t+bnlt)*E*(b0+0.5*bnl) *** 
    
    rkfbdo=rkfbdo+auxx*matrizprov1;% matriz kf (fuerz inter)de elemento 
 
end % fin condic calculo B no lineal 
    
% --------------------------- 
  % CALCULA CARGAS CONSIST EN LOS NODOS si cargas de vol  
if(nuci==1) 
    if(iqvol==1 & qvolcons==1) 
 matcargasCONSISTnodoselem 
 end 
end   
 
        end;% bucle integrac psi 
    end;% % bucle integrac nu 
 end;% bucle integrac eta 
  
 if(calcnolin==1 & nuci>1)% calcula si calc no lineal 
    BETA=0; 
    rkbdo=rkbdo+rkNbdo; %  *** si calc no lineal: matriz de rig K=Ko+Kn 
*** 
    rkTbdo=rkgbdo+BETA*rkNbdo; %  *** si calc no lineal: matriz de rig 
tang KT=Ko+Kg+Kn ** 
 end 
 
%  *** matriz de rig  Ko( o Ko+Kn), Kt y Kf en en coord Globales *** 
rkbdo=MCBelem'*rkbdo*MCBelem;%***efectua cambio de base para todos los nud 
del elm*** 
if(calcnolin==1 & nuci>1)% calcula si calc no lineal 
rkTbdo=MCBelem'*rkTbdo*MCBelem;     
rkfbdo=MCBelem'*rkfbdo*MCBelem; 
end 
 
% calcula las tensiones en el centro del elemento  
tenscentroelementos % subrutina para calculo de tens TOT en centro de 
elementos 
********** 
% ***************************************************** 
% ******************** matcambbasenodoselem ********************* 
% ***** matriz cambio de base en los nodos del elemento ********* 
% *********************************************** 
%                ***** s u b p r o g r a m a    ********* 
%       *****=================================********* 
matcoordnodelem % subrutina almacena coord cart nod elem 
x0=coordelem(numnudo,1);% coord x del nodo icb 
y0=coordelem(numnudo,2);% coord y del nodo icb 
z0=coordelem(numnudo,3);% coord z del nodo icb   
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vectnathi % SUBRUTINA calculo vect natur bien en nodos o en un punto 
generico  
********** 
% ***************************************************** 
% ***** calc SimbCrtff de segunda especie ********* 
 
derk1rx=zrxxx*(1+p*p)*sqrt(1+p*p)-r*(1.5*sqrt(1+p*p)*2*p*r); 
derk1rx=derk1rx/((1+p*p)*(1+p*p)*(1+p*p)); 
 
derk1ry=zrxxy*(1+p*p)*sqrt(1+p*p)-r*(1.5*sqrt(1+p*p)*2*p*s); 
derk1ry=derk1ry/((1+p*p)*(1+p*p)*(1+p*p)); 
 
derk2ry=zryyy*(1+q*q)*sqrt(1+q*q)-t*(1.5*sqrt(1+q*q)*2*q*t); 
derk2ry=derk2ry/((1+q*q)*(1+q*q)*(1+q*q)); 
 
Henbascart=zeros(3,3); 
SimbCtff11=zeros(1,3); 
SimbCtff12=zeros(1,3); 
SimbCtff13=zeros(1,3); 
SimbCtff22=zeros(1,3); 
SimbCtff23=zeros(1,3); 
SimbCtff33=zeros(1,3); 
 
Henbascart(1,1)=1; 
Henbascart(1,3)=p; 
Henbascart(2,2)=1; 
Henbascart(2,3)=q; 
Henbascart(3,1)=-p/(sqrt(1+p*p)*sqrt(1+q*q)); 
Henbascart(3,2)=-q/(sqrt(1+p*p)*sqrt(1+q*q)); 
Henbascart(3,3)=1/(sqrt(1+p*p)*sqrt(1+q*q)); 
 
SimbCtff11=[0 0 r]*inv(Henbascart)+[-psi*derk1rx 0 0]; 
SimbCtff12=[0 0 s]*inv(Henbascart)+[-psi*derk1ry 0 0]; 
SimbCtff13=[-k1 0 0]; 
 
SimbCtff22=[0 0 t]*inv(Henbascart)+[0 -psi*derk2ry 0]; 
SimbCtff23=[0 -k2 0]; 
 
SimbCtff33=[0 0 0];
********** 
% ----------------------------------------------------- 
% ----DEFORMACIONES LONGITUDINALES--------------------- 
% ----------------------------------------------------- 
 
deformaciones=zeros(6,1); 
 
tensmetrG=zeros(3,3); 
tensmetrG(1,1)=G11; 
tensmetrG(2,2)=G22; 
tensmetrG(3,3)=G33; 
 
RtensmetrG=zeros(3,3); 
RtensmetrG(1,1)=RG11; 
RtensmetrG(2,2)=RG22; 
RtensmetrG(3,3)=RG33; 
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% --------------------------- 
 
SimbCTFF=zeros(3,3,3); 
SimbCTFF(1,1,1)=SimbCtff11(1,1); 
SimbCTFF(1,1,2)=SimbCtff11(1,2); 
SimbCTFF(1,1,3)=SimbCtff11(1,3); 
 
SimbCTFF(1,2,1)=SimbCtff12(1,1); 
SimbCTFF(1,2,2)=SimbCtff12(1,2); 
SimbCTFF(1,2,3)=SimbCtff12(1,3); 
 
SimbCTFF(1,3,1)=SimbCtff13(1,1); 
SimbCTFF(1,3,2)=SimbCtff13(1,2); 
SimbCTFF(1,3,3)=SimbCtff13(1,3); 
 
SimbCTFF(2,1,1)=SimbCtff12(1,1); 
SimbCTFF(2,1,2)=SimbCtff12(1,2); 
SimbCTFF(2,1,3)=SimbCtff12(1,3); 
 
SimbCTFF(2,2,1)=SimbCtff22(1,1); 
SimbCTFF(2,2,2)=SimbCtff22(1,2); 
SimbCTFF(2,2,3)=SimbCtff22(1,3); 
 
SimbCTFF(2,3,1)=SimbCtff23(1,1); 
SimbCTFF(2,3,2)=SimbCtff23(1,2); 
SimbCTFF(2,3,1)=SimbCtff23(1,3); 
 
SimbCTFF(3,1,1)=SimbCtff13(1,1); 
SimbCTFF(3,1,2)=SimbCtff13(1,2); 
SimbCTFF(3,1,3)=SimbCtff13(1,3); 
 
SimbCTFF(3,2,1)=SimbCtff23(1,1); 
SimbCTFF(3,2,2)=SimbCtff23(1,2); 
SimbCTFF(3,2,3)=SimbCtff23(1,3); 
 
SimbCTFF(3,3,1)=SimbCtff33(1,1); 
SimbCTFF(3,3,2)=SimbCtff33(1,2); 
SimbCTFF(3,3,3)=SimbCtff33(1,3); 
 
% --------------------------- 
 
DGralfa=zeros(3,3); 
 
DGralfa(1,1)=DG11ralfa1; 
DGralfa(1,2)=DG11ralfa2; 
DGralfa(1,3)=DG11ralfa3; 
 
DGralfa(2,1)=DG22ralfa1; 
DGralfa(2,2)=DG22ralfa2; 
DGralfa(2,3)=DG22ralfa3; 
 
DGralfa(3,1)=DG33ralfa1; 
DGralfa(3,2)=DG33ralfa2; 
DGralfa(3,3)=DG33ralfa3; 
 
% --------------------------- 
DRGralfa=zeros(3,3); 
 
DRGralfa(1,1)=DRG11ralfa1; 
DRGralfa(1,2)=DRG11ralfa2; 
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DRGralfa(1,3)=DRG11ralfa3; 
 
DRGralfa(2,1)=DRG22ralfa1; 
DRGralfa(2,2)=DRG22ralfa2; 
DRGralfa(2,3)=DRG22ralfa3; 
 
DRGralfa(3,1)=DRG33ralfa1; 
DRGralfa(3,2)=DRG33ralfa2; 
DRGralfa(3,3)=DRG33ralfa3; 
 
% --------------------------- 
DiRGralfa=zeros(3,3); 
 
DiRGralfa(1,1)=DiRG11ralfa1 
DiRGralfa(1,2)=DiRG11ralfa2 
DiRGralfa(1,3)=DiRG11ralfa3 
 
 
DiRGralfa(2,1)=DiRG22ralfa1 
DiRGralfa(2,2)=DiRG22ralfa2 
DiRGralfa(2,3)=DiRG22ralfa3 
 
DiRGralfa(3,1)=DiRG33ralfa1 
DiRGralfa(3,2)=DiRG33ralfa2 
DiRGralfa(3,3)=DiRG33ralfa3 
 
% --------------------------- 
 
derUralfa=zeros(3,3); 
 
derUralfa(1,1)=u1ralf1; 
derUralfa(1,2)=u1ralf2; 
derUralfa(1,3)=u1ralf3; 
 
derUralfa(2,1)=u2ralf1; 
derUralfa(2,2)=u2ralf2; 
derUralfa(2,3)=u2ralf3; 
 
derUralfa(3,1)=u3ralf1; 
derUralfa(3,2)=u3ralf2; 
derUralfa(3,3)=u3ralf3; 
 
% --------------------------- 
 
for  ss=1:3 % bucle ppal calc deformaciones 
deformaciones(ss,1)=(1/RtensmetrG(ss,ss))*derUralfa(ss,ss); 
deformaciones(ss,1)=deformaciones(ss,1)+corrimientos(ss,1)*DiRGralfa(ss,ss
) 
     
    for  nn=1:3 % bucle auxiliar 
    
deformaciones(ss,1)=deformaciones(ss,1)+(corrimientos(nn,1)/RtensmetrG(nn,
nn))*SimbCTFF(nn,ss,ss);   
    end % bucle auxiliar nn 
     
    calcaux1=0; 
    for  nn=1:3 % bucle auxiliar 
    calcaux1=calcaux1+(1/RtensmetrG(nn,nn))*derUralfa(nn,ss); 
    calcaux1=calcaux1+corrimientos(nn,1)*DiRGralfa(nn,ss); 
    calcaux1=(calcaux1^2)*tensmetrG(nn,nn); 
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    end 
     
    calcaux2=0; 
    for  nn=1:3 % bucle auxiliar 
    calcaux2=calcaux2+(1/RtensmetrG(nn,nn))*derUralfa(nn,ss); 
    calcaux2=calcaux2+corrimientos(nn,1)*DiRGralfa(nn,ss); 
        for  rr=1:3 % bucle auxiliar 
            for  ii=1:3 % bucle auxiliar 
            calcaux2=calcaux2*(corrimientos(rr,1)/RtensmetrG(rr,rr)); 
            calcaux2=calcaux2*SimbCTFF(rr,ss,ii)*tensmetrG(nn,ii); 
            end 
        end 
    end 
     
    calcaux3=0; 
    for  nn=1:3 % bucle auxiliar 
    calcaux3=calcaux3+(corrimientos(nn,1)/RtensmetrG(nn,nn)); 
        for  rr=1:3 % bucle auxiliar 
        
calcaux3=calcaux3*((1/RtensmetrG(rr,rr))*derUralfa(rr,ss)+(corrimientos(rr
,1)*DiRGralfa(rr,ss)));     
            for  ii=1:3 % bucle auxiliar 
            calcaux3=calcaux3*SimbCTFF(nn,ss,ii)*tensmetrG(ii,rr); 
            end 
        end 
    end 
 
    calcaux4=0; 
    for  nn=1:3 % bucle auxiliar 
    calcaux4=calcaux4+(corrimientos(nn,1)/RtensmetrG(nn,nn)); 
        for  rr=1:3 % bucle auxiliar 
        calcaux4=calcaux4*(corrimientos(rr,1)/RtensmetrG(rr,rr)); 
            for  ii=1:3 % bucle auxiliar 
            calcaux4=calcaux4*SimbCTFF(nn,ss,ii); 
                for  jj=1:3 % bucle auxiliar 
                calcaux4=calcaux4*SimbCTFF(rr,ss,jj)*tensmetrG(ii,jj); 
                end 
            end 
        end 
    end 
calcaux=calcaux1+calcaux2+calcaux3+calcaux4; 
calcaux=calcaux/(2*tensmetrG(ss,ss)); 
deformaciones(ss,1)=deformaciones(ss,1)+calcaux; 
end % bucle ppal ss 
 
% ----------------------------------------------------- 
% ----           DESLIZAMIENTOS   --------------------- 
% ----------------------------------------------------- 
 
ss=4;% gamma12 
calcaux1=((1/RtensmetrG(1,1))*derUralfa(1,2);% parte ppal 
calcaux2=corrimientos(1,1)*DiRGralfa(1,2); 
calcaux=(calcaux1+calcaux2)*(RtensmetrG(1,1)/RtensmetrG(2,2)); 
deformaciones(ss,1)=deformaciones(ss,1)+calcaux; 
calcaux1=((1/RtensmetrG(2,2))*derUralfa(2,1); 
calcaux2=corrimientos(2,1)*DiRGralfa(2,1); 
calcaux=(calcaux1+calcaux2)*(RtensmetrG(2,2)/RtensmetrG(1,1)); 
deformaciones(ss,1)=deformaciones(ss,1)+calcaux;  
calcaux=0;% parte complementaria 
calcaux1=derUralfa(1,1)+(1/RtensmetrG(2,2))*DRGralfa(1,2)*corrimientos(2,1
 Anejo 6. Programación del elemento finito serendípito de 20 nodos 
 
338 
 
)+DRGralfa(1,3)*corrimientos(3,1); 
calcaux1=calcaux1*(derUralfa(1,2)-
(1/RtensmetrG(1,1))*DRGralfa(2,1)*corrimientos(2,1))); 
calcaux2=derUralfa(2,2)+(1/RtensmetrG(1,1))*DRGralfa(2,1)*corrimientos(1,1
)+DRGralfa(2,3)*corrimientos(3,1); 
calcaux2=calcaux2*(derUralfa(2,1)-
(1/RtensmetrG(2,2))*DRGralfa(1,2)*corrimientos(1,1))); 
calcaux3=(derUralfa(3,1)-(DRGralfa(1,3)*corrimientos(1,1))); 
calcaux3=calcaux3*(derUralfa(3,2)-(DRGralfa(2,3)*corrimientos(2,1))); 
calcaux=(calcaux1+calcaux2+calcaux3)*(1/RtensmetrG(1,1))*(1/RtensmetrG(2,2
)); 
deformaciones(ss,1)=deformaciones(ss,1)+calcaux; 
 
ss=5;% gamma23 
calcaux1=((1/RtensmetrG(2,2))*derUralfa(2,3);% parte ppal 
calcaux2=corrimientos(2,1)*DiRGralfa(2,3); 
calcaux=(calcaux1+calcaux2)*RtensmetrG(2,2); 
deformaciones(ss,1)=deformaciones(ss,1)+calcaux; 
calcaux=((1/RtensmetrG(2,2))*derUralfa(3,2); 
deformaciones(ss,1)=deformaciones(ss,1)+calcaux;  
 
calcaux=0;% parte complementaria 
calcaux1=derUralfa(2,2)+(1/RtensmetrG(1,1))*DRGralfa(2,1)*corrimientos(1,1
)+DRGralfa(2,3)*corrimientos(3,1); 
calcaux1=calcaux1*derUralfa(2,3); 
calcaux2=derUralfa(3,2)-DRGralfa(2,3)*corrimientos(2,1); 
calcaux2=calcaux2*derUralfa(3,3); 
calcaux3=derUralfa(1,2)-
(1/RtensmetrG(1,1))*DRGralfa(2,1)*corrimientos(2,1); 
calcaux3=calcaux3*derUralfa(1,3); 
calcaux=(calcaux1+calcaux2+calcaux3)*(1/RtensmetrG(2,2)); 
deformaciones(ss,1)=deformaciones(ss,1)+calcaux; 
 
ss=6;% gamma13 
calcaux1=((1/RtensmetrG(1,1))*derUralfa(1,3);% parte ppal 
calcaux2=corrimientos(1,1)*DiRGralfa(1,3); 
calcaux=(calcaux1+calcaux2)*RtensmetrG(1,1); 
deformaciones(ss,1)=deformaciones(ss,1)+calcaux; 
calcaux=((1/RtensmetrG(1,1))*derUralfa(3,1); 
deformaciones(ss,1)=deformaciones(ss,1)+calcaux;  
 
calcaux=0;% parte complementaria 
calcaux1=derUralfa(1,1)+(1/RtensmetrG(2,2))*DRGralfa(1,3)*corrimientos(2,1
)+DRGralfa(1,3)*corrimientos(3,1); 
calcaux1=calcaux1*derUralfa(1,3); 
calcaux2=derUralfa(3,1)-DRGralfa(1,3)*corrimientos(1,1); 
calcaux2=calcaux2*derUralfa(3,3); 
calcaux3=derUralfa(2,1)-
(1/RtensmetrG(2,2))*DRGralfa(1,2)*corrimientos(1,1); 
calcaux3=calcaux3*derUralfa(2,3); 
calcaux=(calcaux1+calcaux2+calcaux3)*(1/RtensmetrG(1,1)); 
deformaciones(ss,1)=deformaciones(ss,1)+calcaux;
********** 
L2TTENS=zeros(9,3); 
 
L2TTENS(1,1)=2*(sigma1/G11)*SimbCtff11(1,1)-
0.5*(sigma1/(G11*G11))*DRG11ralfa1; 
L2TTENS(1,2)=2*(sigma1/(RG11*RG22))*SimbCtff12(1,1)-
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(tau12/(G11*RG22))*DRG22ralfa1; 
L2TTENS(1,3)=2*(sigma1/RG11)*SimbCtff13(1,1); 
 
L2TTENS(2,1)=2*(sigma2/G22)*SimbCtff12(1,1)-
0.5*(sigma2/(G11*G22))*DRG11ralfa2; 
L2TTENS(2,2)=(2*RG11*sigma2/(G22*RG22))*SimbCtff22(1,1)+(tau12/(G22*RG11))
*DRG11ralfa2; 
L2TTENS(2,3)=(tau12/(RG22*RG11))*DRG11ralfa3; 
 
L2TTENS(3,1)=sigma3*RG11*DiRG11ralfa3+2*sigma3*SimbCtff13(1,1); 
L2TTENS(3,2)=(tau13/(RG22*RG11))*DRG11ralfa3-
(tau23/(RG22*RG11))*DRG22ralfa1; 
L2TTENS(3,3)=(tau13/RG11)*DRG11ralfa3; 
 
L2TTENS(4,1)=(2*RG22*sigma1/(G11*RG11))*SimbCtff11(1,2)+(tau12/(G11*RG22))
*DRG22ralfa1; 
L2TTENS(4,2)=2*(sigma1/G11)*SimbCtff12(1,2)-
0.5*(sigma1/(G11*G22))*DRG22ralfa1; 
L2TTENS(4,3)=(tau12/(RG11*RG22))*DRG22ralfa3; 
 
L2TTENS(5,1)=(2*sigma2/(RG11*RG22))*SimbCtff12(1,2)-
(tau12/(G22*RG11))*DRG11ralfa2; 
L2TTENS(5,2)=2*(sigma2/G22)*SimbCtff22(1,2)-
0.5*(sigma2/(G22*G22))*DRG22ralfa2; 
L2TTENS(5,3)=2*(sigma2/RG22)*SimbCtff23(1,2); 
 
L2TTENS(6,1)=(tau23/(RG22*RG11))*DRG22ralfa1-
(tau13/(RG22*RG11))*DRG11ralfa2; 
L2TTENS(6,2)=sigma3*RG22*DiRG22ralfa3+2*sigma3*SimbCtff23(1,2); 
L2TTENS(6,3)=(tau23/RG22)*DRG22ralfa3; 
 
L2TTENS(7,1)=2*(sigma1/(RG11*G11))*SimbCtff11(1,3); 
L2TTENS(7,2)=2*(sigma1/(G11*RG22))*SimbCtff12(1,3)-
(tau12/(RG11*RG22))*DRG22ralfa3; 
 
L2TTENS(8,1)=2*(sigma2/(RG11*G22))*SimbCtff12(1,3)-
(tau12/(RG11*RG22))*DRG11ralfa3; 
L2TTENS(8,2)=2*(sigma2/(RG22*G22))*SimbCtff22(1,3); 
 
L2TTENS(9,1)=-(tau13/RG11)*DRG11ralfa3; 
L2TTENS(9,2)=-(tau23/RG22)*DRG22ralfa3;
********** 
% % ******CALCULA matriztens para Kn 
L2TTENSEG=zeros(9,9); 
 
L2TTENSEG(1,1)=sigma1/(RG11*RG11); 
L2TTENSEG(1,2)=tau12/(RG11*RG22); 
L2TTENSEG(1,3)=tau13/RG11+tau23/RG22; 
 
L2TTENSEG(2,1)=tau12/(RG11*RG22); 
L2TTENSEG(2,2)=sigma2/(RG22*RG22); 
 
L2TTENSEG(3,1)=tau13/RG11; 
L2TTENSEG(3,2)=tau23/RG22; 
L2TTENSEG(3,3)=sigma3; 
 
L2TTENSEG(4,4)=sigma1/(RG11*RG11); 
L2TTENSEG(4,5)=tau12/(RG11*RG22); 
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L2TTENSEG(4,6)=tau13/RG11; 
 
L2TTENSEG(5,4)=tau12/(RG11*RG22); 
L2TTENSEG(5,5)=sigma2/(RG22*RG22); 
L2TTENSEG(5,6)=tau23/RG22; 
 
L2TTENSEG(6,4)=tau13/RG11; 
L2TTENSEG(6,5)=tau23/RG22; 
L2TTENSEG(6,6)=sigma3; 
 
L2TTENSEG(7,7)=sigma1/(RG11*RG11); 
L2TTENSEG(7,8)=tau12/(RG11*RG22); 
L2TTENSEG(7,9)=tau13/RG11; 
 
L2TTENSEG(8,7)=tau12/(RG11*RG22); 
L2TTENSEG(8,8)=sigma2/(RG22*RG22); 
L2TTENSEG(8,9)=tau23/RG22; 
 
L2TTENSEG(9,7)=tau13/RG11; 
L2TTENSEG(9,8)=tau23/RG22; 
L2TTENSEG(9,9)=sigma3; 
********** 
% ******CALCULA matriz  A para Kn 
 
matrizA=zeros(6,9); 
 
u1ralf1=matrizTETA(1,1); 
u2ralf1=matrizTETA(2,1); 
u3ralf1=matrizTETA(3,1); 
 
u1ralf2=matrizTETA(4,1); 
u2ralf2=matrizTETA(5,1); 
u3ralf2=matrizTETA(6,1); 
 
u1ralf3=matrizTETA(7,1); 
u2ralf3=matrizTETA(8,1); 
u3ralf3=matrizTETA(9,1); 
 
matrizA(1,1)=u1ralf1/(RG11*RG11); 
matrizA(1,2)=u2ralf1/(RG11*RG11); 
matrizA(1,3)=u3ralf1/(RG11*RG11); 
 
matrizA(2,4)=u1ralf2/(RG22*RG22); 
matrizA(2,5)=u2ralf2/(RG22*RG22); 
matrizA(2,6)=u3ralf2/(RG22*RG22); 
 
matrizA(3,7)=u1ralf3/(RG33*RG33); 
matrizA(3,8)=u2ralf3/(RG33*RG33); 
matrizA(3,9)=u3ralf3/(RG33*RG33); 
 
matrizA(4,4)=2*u1ralf1/(RG11*RG22); 
matrizA(4,5)=2*u2ralf1/(RG11*RG22); 
matrizA(4,6)=2*u3ralf1/(RG11*RG22); 
 
 
matrizA(5,7)=2*u1ralf2/RG22; 
matrizA(5,8)=2*u2ralf2/RG22; 
matrizA(5,9)=2*u3ralf2/RG22; 
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matrizA(6,1)=2*u1ralf3/RG11; 
matrizA(6,2)=2*u2ralf3/RG11; 
matrizA(6,3)=2*u3ralf3/RG11;
********** 
% ***************************************************** 
% ***** datos para calc vect natur bien en nodos o en un punto 
generico ********* 
% *********************************************** 
%                ***** s u b p r o g r a m a    ********* 
%       *****=================================********* 
if(nsup==1) 
                        if(plac==1) 
                        z=0; % placa 
                        q=0; 
      p=0; 
                        der2r=0; 
                        der2s=0; 
                        der2t=0; 
                        rld3x=0; 
                     rld3y=0; 
                     rld3z=1; 
      zrxxx=0; 
      zrxxy=0; 
      zryyy=0; 
                        end 
                         
                        if(LAMCILcirc==1)% LAMINA CILINDRICA con directriz 
circular 
% param. que interv.en la ec.de la sup.:rad=radio, tet=semiang.de apertura 
de la lam.?(rad) 
                     Rsentet=rad*sin(tet);% sist refer con orig en 
esqina izqda-atras 
                        x0menosRsentet=x0-Rsentet; 
                        z=sqrt((rad^2)-(x0menosRsentet^2))-rad*cos(tet);% 
LAMCIL 
                            if ((rad^2)-(x0menosRsentet^2))==0% para 
cuando teta=pi/2 (tg=horiz, den=infinito) 
                                if x0menosRsentet>0 
                                rld3x=1; 
                             rld3y=0; 
                             rld3z=0; 
                                end 
                                if x0menosRsentet<0 
                                rld3x=-1; 
                             rld3y=0; 
                             rld3z=0; 
                                end 
                            end 
                            if ((rad^2)-(x0menosRsentet^2))~=0 
                        p=-x0menosRsentet/sqrt((rad^2)-
(x0menosRsentet^2)); 
                        q=0; 
                        der2r=-(rad^2)/(((rad^2)-(x0menosRsentet^2)))^1.5; 
                        der2s=0; 
                        der2t=0; 
                     den=sqrt(1.+(p^2)+(q^2)); 
                     rld3x=-p/den; 
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                     rld3y=-q/den; 
                     rld3z=1/den; 
                            end 
                        end 
 
      if(LAMCILparab==1)% LAMINA CILINDRICA 
con directriz parabolica 
      z=((-
4*f1)/(rlx*rlx))*x0*x0+((4*f1)/rlx)*x0; 
                        q=0; 
      p=-((8*f1)/(rlx*rlx))*x0+((4*f1)/rlx); 
                        der2r=-((8*f1)/(rlx*rlx)); 
                        der2s=0; 
                        der2t=0; 
      zrxxx=0; 
      zrxxy=0; 
      zryyy=0; 
                     den=sqrt(1.+(p^2)+(q^2)); 
                     rld3x=-p/den; 
                     rld3y=-q/den; 
                     rld3z=1/den; 
                        end 
                         
                        if(HIPARBC==1) % PARAB HIPERB (bord curvos 
parabol, esquinas a = altura) 
z=f1*(1-(4*(((x0-0.5*rlx)^2)/(rlx*rlx))))-f2*(1-(4*(((y0-
0.5*rly)^2)/(rly*rly))));% parab elipt 
                        p=-((8*f1)/(rlx*rlx))*(x0-0.5*rlx); 
                        q=((8*f2)/(rly*rly))*(y0-0.5*rly); 
                        der2r=-((8*f1)/(rlx*rlx)); 
                        der2s=0; 
                        der2t=((8*f2)/(rly*rly)); 
      zrxxx=0; 
      zrxxy=0; 
      zryyy=0; 
                        den=sqrt(1.+(p^2)+(q^2)); 
                     rld3x=-p/den; 
                     rld3y=-q/den; 
                     rld3z=1/den; 
                        end 
                         
 % VELARIA PARABOLOIDAL (sist de refer con origen en esquina de la lam)     
                        if(VELPAR==1) 
                        xc=x0-(rlx/2); 
                        yc=y0-(rly/2); 
 z=hcentroVELPAR*((2*xc/rlx)^2-1)*((2*yc/rly)^2-1); % EC. VELARIA 
PARABOLOIDAL 
 p=hcentroVELPAR*((8*xc)/(rlx*rlx))*((2*yc/rly)^2-1);% referida a ejes  
 q=hcentroVELPAR*((8*yc)/(rly*rly))*((2*xc/rlx)^2-1);% en centro de la 
lamina 
 der2r=hcentroVELPAR*(8/(rlx*rlx))*((2*yc/rly)^2-1); 
 der2s=hcentroVELPAR*((8*xc)/(rlx*rlx))*((8*yc)/(rly*rly)); 
 der2t=hcentroVELPAR*(8/(rly*rly))*((2*xc/rlx)^2-1); 
      zrxxx=0; 
     
 zrxxy=hcentroVELPAR*(8/(rlx*rlx))*((8*yc)/(rly*rly)); 
      zryyy=0; 
                        den=sqrt(1.+(p^2)+(q^2)); 
                     rld3x=-p/den; 
                     rld3y=-q/den; 
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                     rld3z=1/den; 
                        end 
                                              
 % VELARIA COSENOIDAL (sist de refer con origen en esquina de la lam)       
                        if(VELCOS==1)  
                        xc=x0-(rlx/2); 
                        yc=y0-(rly/2);     
z=hcentroVELCOS*cos(pi*xc/rlx)*cos(pi*yc/rly);% EC. VELARIA COSENOIDAL 
p=-(hcentroVELCOS*pi/rlx)*sin(pi*xc/rlx)*cos(pi*yc/rly);% referida a ejes 
q=-(hcentroVELCOS*pi/rly)*sin(pi*yc/rly)*cos(pi*xc/rlx);% en centro de la 
lamina 
der2r=-(hcentroVELCOS*pi/rlx)*(pi/rlx)*cos(pi*xc/rlx)*cos(pi*yc/rly); 
der2s=(hcentroVELCOS*pi/rlx)*sin(pi*xc/rlx)*(pi/rly)*sin(pi*yc/rly); 
der2t=-(hcentroVELCOS*pi/rly)*(pi/rly)*cos(pi*yc/rly)*cos(pi*xc/rlx); 
zrxxx=(hcentroVELCOS*pi/rlx)*(pi/rlx)*sin(pi*xc/rlx)*(pi/rlx)*cos(pi*yc/rl
y); 
zrxxy=(hcentroVELCOS*pi/rlx)*(pi/rlx)*cos(pi*xc/rlx)*sin(pi*yc/rly)*(pi/rl
y); 
zryyy=(hcentroVELCOS*pi/rly)*(pi/rly)*sin(pi*yc/rly)*(pi/rly)*cos(pi*xc/rl
x); 
                        den=sqrt(1.+(p^2)+(q^2)); 
                     rld3x=-p/den; 
                     rld3y=-q/den; 
                     rld3z=1/den; 
                        end 
                                                 
                        if(PARABOLOIDEELIPTICO==1) 
                        f1=flechaplanoyz; 
                        f2=flechaplanoxz;   
                        z=(4*f2)*(x0/rlx)*(1-(x0/rlx))+(4*f1)*(y0/rly)*(1-
(y0/rly));% parab elipt 
                        p=((4*f2)/rlx)*(1-2*(x0/rlx)); 
                        q=((4*f1)/rly)*(1-2*(y0/rly)); 
                        der2r=((4*f2)/rlx)*(-2/rlx); 
                        der2s=0; 
                        der2t=((4*f1)/rly)*(-2/rly); 
      zrxxx=0; 
      zrxxy=0; 
      zryyy=0; 
                        den=sqrt(1.+(p^2)+(q^2)); 
                     rld3x=-p/den; 
                     rld3y=-q/den; 
                     rld3z=1/den; 
                        end 
                        
                        if(LAMESF==1) 
                        z=Hcentro-radla+sqrt(radla^2-(x0-(rlx/2))^2-(y0-
(rly/2))^2); 
                        p=-(x0-(rlx/2))/sqrt(radla^2-(x0-(rlx/2))^2-(y0-
(rly/2))^2); 
                        q=-(y0-(rly/2))/sqrt(radla^2-(x0-(rlx/2))^2-(y0-
(rly/2))^2); 
der2r=-(radla^2-(y0-(rly/2))^2)/((radla^2-(x0-(rlx/2))^2-(y0-
(rly/2))^2)^1.5); 
der2s=-(x0-(rlx/2))*(y0-(rly/2))/((radla^2-(x0-(rlx/2))^2-(y0-
(rly/2))^2)^1.5); 
der2t=-(radla^2-(x0-(rlx/2))^2)/((radla^2-(x0-(rlx/2))^2-(y0-
(rly/2))^2)^1.5); 
zrxxx=(radla^2-(y0-(rly/2))^2)*1.5*((radla^2-(x0-(rlx/2))^2-(y0-
(rly/2))^2)^-2.5)*(-2*(x0-(rlx/2))); 
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zrxxy=(2*(y0-(rly/2)))*((radla^2-(x0-(rlx/2))^2-(y0-(rly/2))^2)^-1.5); 
zrxxy=zrxxy+((radla^2-(y0-(rly/2))^2)*1.5*((radla^2-(x0-(rlx/2))^2-(y0-
(rly/2))^2)^-2.5)*(-2*(y0-(rly/2)))); 
zryyy=(radla^2-(x0-(rlx/2))^2)*1.5*((radla^2-(x0-(rlx/2))^2-(y0-
(rly/2))^2)^-2.5)*(-2*(y0-(rly/2))); 
                        den=sqrt(1.+(p^2)+(q^2)); 
                     rld3x=-p/den; 
                     rld3y=-q/den; 
                     rld3z=1/den; 
                        end 
end % fin cond nsup
*********** 
